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1 Introduction

L’analyse économétrique des données de durée est une discipline assez récente.
Les premiers manuels méthodologiques appliqués aux données économiques da-
tent, en effet, du début des années 80, quand un développement suffisant aussi
bien de la théorie des probabilités (processus), de I'analyse statistique et des
moyens de calcul informatiques ont été atteints.

L’analyse des durées a d’abord été celle des durées de vie, et a été menée
par les démographes et les actuaires. Elle est également trés utile en biométrie
et en statistique meédicale, ol elle sert & modéliser et a4 comparer des survies
de malades suivant différents traitements, des durées de rémission... Un autre
domaine d’application est traditionnellement celui des contréle de fiabilité de
matériels (taux de pannes de machines ou de systémes). En économie, les
domaines d’application privilégiés des modéles de durées sont les durées de
chémage ou d’emploi des individus, mais ils peuvent étre appliqués & des sujets
trés variés (durée de vie des entreprises, durée de remboursement d’un emprunt
tenant compte des remboursements anticipés...}.

Le présent document de travail vise & donner i&s éléments nécessaires i
la modélisation de durées & I’aide du logiciel SAS. Il comporte d’abord une
présentation synthétique des principaux outils prohabﬂmﬁes nécessaires, et des
grandes catégories de modéles économétriques utilisés, ainsi que des éléments
sur les méthodes d’estimation de ces modéles. Il détaille ensuite Putilisation des
diverses procédures SAS qui peuvent étre utilisées pour réaliser ces estimations,
en les ilustrant d’exemples. :
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2 Caractériser la loi des variables de durée

A priori, on pourrait traiter une variable de durée comme n’importe quelle vari-
able aléatoire quantitative continue, & ceci prés qu’elle prend nécessairement
une valeur réelle positive. Ce n’est pas une caractéristique trés discriminante,
puisqu’on 1a retrouve sur d’autres thémes de 'analyse économique, comme par
exemple celle des salaires. La référence habituelle & la loi normale nécessite alors
une transformation sur les données, en en prenant par exemple le logarithme.
Ainsi une des lois de base en économétrie des salaires est la loi log-normale, qui
revient 2 faire une hypothése de normalité sur le log de 1a variable étudide. Cette
distribution est, on le verra, beaucoup moins centrale en économétrie des durées.

La particularité des données de durées est qu’elles peuvent s’interpréter
facilement comme résultant d’un processus stochastique sous-jacent. Ce pro-
cessus rend compte des dates de changements d’état d’un individu (vie et mort,
emploi et chomage, étre parent d’un enfant ou de deux enfants...). La durée d’un
état est alors simplement 1’écart entre date de début et date de fin d’un état.
Les caractéristiques de ce processus conduisent alors & définir de grandes classes
de lois de probabilité pour les durées. De plus, certains outils probabilistes par-
ticuliers, comme la fonction de survie ou la fonction de hasard, prendront une
place plus déterminante dans ’apalyse que I’habituelle densité de proba.bxhte,
car ils ont "avantage de s'interpréter trés mmplement

Présentons d’abord les trois fonctions les plus utilisées pour car-
actériser la loi d'une durée. Pour cela, on notera T' la variable de durée,
F(@) et F(t) sa densité de probabilité et sa fonction de répartition.

On appelle fonction de survie S(t) la proba.blhte que la durée smt plus
gra.nde que , soit

St) = '[‘ Fu)du = 1 - F(2).

On appelle fonction de hasard A(t) la probabilité que la durée soit com-
prise entre ¢ et ¢ + dt, sachant qu’elle est plus grande que t, soit

-

h(t) représente le taux instantané de sortie de I’état que P’on observe. ‘Si, par
exemnple, on mesure des durées de chémage, h(t) représentera le taux de sortie
de chémage 2 la date ¢, c’est -a-dire la probabilité de sortir du chémage dans
un trés petit intervalle de temps aprés £, sachant que 1’on était chomeur en ¢. Si
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'on s’intéresse & la durée de vie des individus, h(t) sera un risque de mortalité
4 un dge donmné.

Enfin, la durée moyenne restante est ’espérance de la durée qui reste
sachant que lon a déja atteint £ -

r{t)= E(T - t/T >t).

C’est par exemple ’espérance de vie & un age donné, dans le cas du dernier
exemple.

Chacune de ces trois fonctions caractérise la loi d’une variable de durée, au
méme titre que la densité de probabilité. La plus utilisée est la fonction de
hasard. C’est en général cette fonetion que chercheront & estimer les modéles
économétriques les plus simples. Elle permet de caractériser la probabilité
immédiate de changer d’état en ¢. :

1} existe des relations simples entre densité survie, hasard et durée moyenne
restante. Ainsi,

h(t) = % -%1 £ S(2)

d’oll

S(t) = exp(— fo h(w) du).

Selon les cas étudiés, les fonctions de hasard, ou taux de sortie instantanés,
peuvent avoir des formes trés différentes. Si l’on considére la durée de vie des
hommes en France, le hasard représente simplement le taux de mortalité. Sa
forme est en U, avec deux petites “bosses”, Pune vers 18-22 ans, l'autre vers
40 ans. La partie décroissante aux tous premiers ages de la vie s’explique par
la fin de la période de mortalité néo-natale et infantile, le premier pic par les
accidents de la circulation, le second par les maladies cardio-vasculaires. Enfin,
le taux de mortalité recommence & augmenter réguliérement aux iges élevés.
La représentation d’un tel type de fonction pa.r une loi paramétrée simple n’est,
a priori, pas ev1dente

Pour d’autres phénoménas étudiés, comme la durée de chémage, cette .
modélisation peut étre plus simple. Ainsi les fonctions de hasard observées
dans ce cas sont parfois supposées croissantes, puis décroissantes (en raison,
par exemple, d’une intensité variable de recherche d’emploi), ou bien simple-
ment décroissantes (en raison, par exemple, d’une réticence des employeurs &
embaucher des chémeurs de longue durée).
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3 Les lois de probabilité de base

La loi de référence pour les modéles de durée est la loi exponentielle. Elle
a une propriété importante : elle est la seule' & avoir un hasard constant. La
valeur de ce hasard est le seul paramétre de la loi. Cela signifie qu'a n'importe
quelle date, la probabilité de changer d’état est la méme. C’est la raison pour
laguelle on dit du modéle exponentiel qu’il est “sans mémoire”. La valeur du
hasard est le seul paramétre de la loi. Ses caractéristiques sont les suivantes :

h(t) =§

S(t) = exp(—6t)
f(t) = Bexp(—6t)
M =1/8. -

La Joi de Weibull généralise 1a loi exponentielle, puisque la durée Y est
supposée telle que Y suit une loi exponentielle de parameétre 8. C’est donc une
loi & deux paramétres o, § telle que :

h(t) = afte-1

S(t) = exp(-—-6t*)

F{t) = abte—! exp{(~0t=).

Le hasard de'la loi de Weibull est monotone, croissant st @ > 1 et décroissant
si a < 1. De plus, la loi de Weibull englobe la loi exponentielle pour @ = 1. " .

La loi log-normale et la loi log-logistique permetient de représenter des
hasards avec un mode (croissants, puis décroissants). La durée T sera alors telle
que 228T=m 5yit respectivement une loi normale N (0, 1) ou une loi logistique. Le
hasard de la loi log-normale a une expression analytique inconnue, qui dépend
du ratio de Mills :

h(t) — ¢(.123_:—_m)
VT to(1 - e(leat=myy’

ol ¢ et d sont la densité et la fonction de répartition (calculable numériquement
seulement) de la loi normale centrée réduite.

Pour éviter de manipuler une forme aussi complexe, on préfére le plus souvent
utiliser la loi log-logistique, qui est trés proche de la loi log-normale, et dont le
hasard s’écrit :

1Le processus sous-jacent est markovien.
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gtilje)-1
W) = oGt +1)’

ol 8 = exp(—m/e). Pour & < 1, le hasard présente un mode ; pour & > 1, il
est monotone décroissant, avec ou sans asymptote en 0. '

On peut construire d’autres familles de lois. Pour plus de deta.ﬂs se referer
a la bibliographie en ﬁn de volume.
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4 Les grands principes de ’économétrie des durées

4.1 Modéle structurel, modé_lé réduit

Pour estimer un modéle de durée, la méthode la plus simple est d’observer des
" durées et de procéder directement & l'estimation des paramétres de la loi de
probabilité de la variable aléatoire, par exemple sa fonction de hasard. Mais
cette fonction s’interpréte le plus souvent comme résultant d'un comportement
particulier. Ce sont, en fait, les caractéristiques de ce comportement qui ser-
vent, en dernier ressort, & comprendre la distribution des durées étudides. On
peut donc aussi chercher & modéliser directement ces comportements. Dans le
premier cas, on dit que l’on estime la forme réduite du modéle. Dans le second,
on en analyse la forme structurelle. Ce sont des estimations de formes réduites
dont traitera ce fascicule.

Pour illuster la différence entre un modéle structurel et un modéle réduit,
prenons lexemple classique de ’analyse des durdes de chémage & l'aide d’un
modeéle de recherche d’emploi. On suppose qu’un individu au chémage regoit
des offres d’emploi & chaque moment avec une probabilité constante A. Ces
offres sont caractérisées par leur salaire w qui est tiré aléatoirement dans une
distribution de.fonction de répartition F', connue 4 Pavance par le chémeur.
A chaque date, I'individu regmt une mdemmte b ¢'ll est au chémage. I peut
. refuiser ou accepter une offre, mais ne revient jamais sur une décision passée. On
suppose que sa stratégie consiste & maximiser son espérance de revenu sur une
durée de vie infinie. Une fois accepté, I'emploi est définitif et le salaire ne change
plus. On montre alors que la stratégie optimale du chémeur est d’accepter une
offre seulement si son salaire dépasse un montant minimum £ appelé salaire de
réserve, qui est une fonction assez complexe de tous les paramétres A, b, F et de
son taux d’actualisation®. La fonction de hasard s’écrit alors A(t) = A(1— F(€)).
Dans ce cas simple, elle ne dépend pas de ¢ : le modéle est dit stationnaire. Si
A ou b varie avec £, ou si la durde de vie est finie, le salaire de réserve et le
hasard dépendront de ¢. Un modéle structurel estimera séparément A, b, F. Un
modéle réduit essaiera d’estimer globalement la fonction de hasard..La forme
du hasard et son sens de variation avec ¢ est une des questions fondament.ales
en économétrie des durées.

bt [T (w-QdF(w)
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4.2 Modéle paramétirique, non paramétrique,
semi-paramétrique

Dans Pexemple précédent, plusieurs stratégies sont possibles pour estimation
directe de la fonction de hasard. On peut supposer que la variable de durée
suit une loi de probabilité donnée, par exemple une loi exponentielle, une loi de
Weibull...On peut alors écrire la vraisemblance de P’échantillon observé, et es-
tirner ses paramétres par maximisation. Le modéle est alors dit paramétrique.
On peut aussi introduire dans le modéle des variables exogénes qui déterminent
la valeur de certains paramétres (voir ci-dessous). Des exemples d’écriture de
vraisemblance seront traités dans la section 6.

Certaines méthodes permettent de s’affranchir d’une spécification particuliére
de laloi des durées. En effet, celles-ci peuvent étre trop contraignantes (difficulté
de modéliser un hasard & plusieurs modes, par exemple}, ou trop peu robustes
(les résultats peuvent étre trés diffdrents selon la spécification choisie). Selon
que ’on laisse libre I’ensemble ou une partie de la spécification de la loi de la
durée, on parlera de modéles semi-paramétriques ou non paramétrigues.
Ils sont cependant parfois plus difficiles & programmer et nécessitent souvent
plus de données, Cependant, certains modéles courants peuvent étre traités
trés simplement avec des procédures SAS. Tl s’agit en particulier de I'estimateur
non paramétrique le plus courant, dit de Kaplan-Meier (PROC LIFETEST),
et du modéle semi-paramétrique de Cox (PROC PHREG), dont les grandes
caractéristiques seront décrites plus loin.

4.3 Introduction de variables exogénes

L’estimation des fonctions de hasard doit a priori s’effectuer sur des populations
homogénes. Sila population regroupe des catégories dont les lois de durées sont
difiérentes, le risque est en effet de conclure faussement 4 une décroissance de
la fonction de hasard. Le mécanisme qui méne & ce biais est connu sous le nom
de *mover-stayer” : supposons un melange & part égales de deux populations & .
hasards (ou risques) constants, mais différents. Au fil du temps, les individus
de la population de risque le plus élevé sortant plus vite de l’état observé, la
population des survivants comportera de plus en plus d’individus & risque faible,
et les sorties seront ainsi de moins ern moins fréquentes.

Pour éviter ce risque de mauvaise interprétation, il est possible de partager
1’échantillon observé en sous-échantillons (ou strates) les plus homogénes possi-
bles. Par exemple, on peut envisager d’étudier séparément les durées de chdmage
selon le sexe, le dipldme et la classe d’age. Procéder ainsi suppose qu'il reste
dans chaque sous-échantillon suffisamment d'individus pour que Pestimateur

_conserve de bonnes propriétés asymptotiques. On peut aussi spécifier une forme
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paramétrique particuliére dans laquelle les para.metr&; s expnment en fonchcn
de variables exogénes.

1 existe plusieurs catégories de familles paraméiriques qu1 permettent de
procéder ainsi. Les plus. courantes sont les familles & hasa.rd proportlonnel et
les familles & hasard a.ccelere

Dans les familles & hasard praportmnnel la. fonctlon de hasard a pour
forme générale :

A(t) = hoft)$(X, ).

ho(t) est appelé “hasard de base”, et ¢(X,5) est une fonction positive
des exogénes X, § étant un vecteur de paramétres. On choisit en' général
(X, B) = exp(X (). Le nom de cette famille de lois tient & ce que des valeurs
différentes des variables exogénes aboutissent & des valeurs proportionnelles du
hasard. En particulier, si le hasard de base présente un mode, ce sera le méme
peur tous les individus, ce qui peut étre trés restrictif. Le hasard de base peut
¢tre estimé par la méthode du maximum de vraisemblance en spécifiant une
forme paramétrique particuliére, ou bien par une méthode non paramétrique
{on parle alors d’une estimation semi-paramétrique pour A, voir plus loin le
détail d*une méthode : modéle de Cox).

Dans les familles & hasard accélérd, la fonctlon de hasard a pour forme

générale :
B(t, X, 8) = holt exp(X B)] exp(X B).

Les variables exogenes ont alors un effet de paramétre d’échelle sur les durées :
tout se passe comme si la durée T d’un individu de la “catégorie” X s'écrivait
Toexp(—XB), ol Ty serait la durée de vie de la categone de référence. Tout
se passe donc comme si le temps avangait plus ou moins rapidement pour
les différents types d’individus. Cette écriture permet d’écrire simplement les
modéles & durée de vie accélérée sous la forme :

logT = ~Xf8 +log Tp.

Cette écriture peut faire penser & un modéle de régression linéaire, oll log T}
jouerait le réle de la perturbation. Le probieme principal est que dans le cas
général, cette “perturbation” n’est pas d’espérance nulle, et que les moindres
carrés ordinaires ne peuvent &tre appliqués pour estimer § que dans des cas
tres particuliers (pas de données censurées). Dans la plupart des cas,; on doit
spécifier la loi de log Tj et estimer par le maximum de vraisemblance. Cest la
meéthode utilisée par la procédure LIFEREG de SAS (voir plus loin). 1l existe
des méthodes semi-paramétriques qui évitent de spécifier une loi pour log Ty,
mais elles ne sont pas disponibles sous formes de procédures SAS.
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5 Problémes particuliers

5.1 Les donnees censurees

Une des partlculantes les plus frequentes des données de duree est .qu’ ‘elles sont
rarement parfaitement observées. La perlode d’observation est en effet sou-
vent trop courte pour mesurer les durées les plus longues. On parle alors
d’ocbservations censurées. Le type de censure le plus fréquent est ainsi la
“censure & droite”. Supposons que l'on observe toutes les personnes entrant
au chémage entre deux dates T1 et T3. Pour les personnes ayant retrouvé un
emploi en T3, la durée sera parfaitement observée. Pour les personnes toujours
au chomage en T3, on sait senlement que la durée de chomage est supérieure a
ce que l'on a observé (on parle alors d’une ancienneté de chémage). Sil'on ne
tient pas compte de ce phénoméne, la loi de durée que 'on estimera séra biaisée
et conduira 3 des espérances de durée plus courtes que la réalité.

1l existe différents types de censure qui ne seront pas tous détaillés ici. I
est en général assez simple de tenir compte de la censure si elle intervient de
maniére indépendante du mécanisme de sortie, c'est-a-dire si la loi des durées
censurées est bien la méme que celle des durées non censurées. Les procédures
SAS présentées par la suite traitent toujours ces cas simples.

5.2 Les fichiers de stock

Un cas, Jui aussi fréquent, mais non pris en compte dans les procédures SAS est
celui des échantillons construits & partir de fichiers de stock. Dans le cas des
durées de chdmage, par exemple, il est fréquent d’observer les durées d’individus
se trouvant au chomage 3 la date de début de Penquéte (par exemple en tirant
Péchantillon dans un fichier ANPE). Cette méthode de tirage de 'échantillon in-
troduit un biais sur les durées ohservées, appelé biais de sélection endogéne
(stock sampling). Pour bien s'en persuader, il suffit de raisonner sur Fensemble
des personnes entrées an chomage & une méme date —e {on posera que la date de
tirage de ’échantillon vaut 0). Parmi cette “cohorte”, seuls figureront dans les
fichiers de chomeurs en 0 les individus dont la durée de chémage est plus grande
que e. Les autres auront quitté les fichiers auparavant. Pour chaque cohorte
d’entrants, la probabilité de figurer dans I’échantilion sera nulle pour les durées
les plus courtes. Ce mode de sélection particulier conduit donc & surestimer les
durées moyennes si 'on ne corrige pas de ce biais. Dans la pratique, cette
surestimation peut &tre trés importante, et conduire & multiplier par
2 ou 3 les espérances de duréde. Il existe des méthodes de correction, qui font
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souvent des hypothéses fortes sur la stabilité des lois de durée pour ensemble
des cohortes d’entrants. La plus simple & mettre en oeuvre est 1'estimation par
le maximum de vraisemblance conditionnel.  Elle n’est cependant pas incluse
dans les procédures SAS et nécessite d’utiliser ou de programmer complétement
un algorithme de maximisation. La PROC NLIN peut étre utilisée dans ce
cas, aprés avoir calculé formellement la vraisemblance et le score (vecteur des
dérivées par rapport aux paramétres).

5.3 L’hétérogénéité non observée

On a vu précédemment qu’il était nécessaire de procéder i des estimations
sur des populations homogénes ou bien d’inclure des variables exogénes dans
la spécification des lois de durées. Le probléme de I’hétérogénéité reste en-
tier lorsqu’elle résulte de variables omises ou d’un caractére non observable des
individus. Dans ce cas, on peut conclure faussement 2 une décroissance du
hasard avec ¢, et méme obtenir des estimateurs biaisés pour les coefficients des
variables exogénes incluses dans le modéle. Pour remédier & ce probléme, on in-
troduit généralement un facteur d’hétérogénéité multiplicatif v dans la fonction
de hasard, pour lequel on spécifie une loi particuliére de probabilité, discréte ou
continue. La vraisemblance du modéle peut alors étre écrite en intégrant sur la
loi de v, dont on estime les paramétres (et éventuellement le support, s'il 8’agit
d’une 101 discréte) comme les autres éléments du modéle. Ce type de modéle,
qui devient assez courant en pratique, n’est pas non plus disponible en standard
dans SAS.

5.4 Les exogénes variant dans le temps

L’introduction d’exogénes dans le modéle n'a été envisagée que dans le cas ot
elles mesurent des caractéristiques constantes au cours de la durée d’observation.
Il est possible d’étendre le modéle au cas d’une variable (). Pour cela, il faut
créer autant de variables que de sous-périodes pendant lesqueiles z est constante,
c’est-a-dire conditionner le modéle par I'ensemble des valeurs de la variable. Cela
ne pose pas de probléme dans le principe, mais le modéle peut devenir difficile &
estimer si I’on introduit plusieurs variables de ce type, le nombre de coefficients
3 estimer pouvant alors devenir trés important.
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6 Estimation et tests dans les: modeles
paramétriques

L’une des difficultés d’estimation des mbdél&s_de durées est imp ossibilité d’appli-
quer les modéles de régression habituels, sauf dans des cas trés particuliers. On
a vu précédemment que 'on pouvait penser & écrire un modéle de la forme :

logT = X3+ U,

ol U est une perturbation. Mais les moindres carrés ordinaires ne sont
généralement pas convergents, sauf dans le cas oli les données obsetvées ne sont
pas censurées. La méthode utilisée est donc presque toujours le maximum de
vraisemblance.

6.1 Ecriture de la vraisemblance dans les modéles de durée

Supposons que, dans le cas d’un échantillon de taille N, soient observées des
durées, complétes ou censurées, ¢; pour chaque individu { = 1,...N. Cela revient
a disposer, en plus de la valeur de #;, d’une variable indicatrice de censure C;,
telle que ¢; = 1 si la durée ¢; est censurée, et 0 sinon.

La vraisemblance du modéle s’écrit alors :

"
L= Hf(t")c"S(f;)(l—‘").
i=1 _
En effet, Ia probabilité qu’une durée soit censurée en ¢;, donc supérieure on égale
4 1; est la valeur de la survie S(t;).
La log-vraisemblance a donc pour forme

logL = ic‘ log f(t:) + zn:(l — ci) log S(t:).

=1 i=1

Cette expression peut se simplifier en utilisant la relation A(t;) = f(t:)/S(t:),
ce qui donne
. ) n n . .
logL = Z cilog A(t:} + Z log S(2:).
i=1 i=1
Lorsque I'on spéeifie une forme particuliére pour & et donc pour S, avec

éventuellement introduction de variables exogénes, on obtient simplement la
valeur de la fonction 3 maximiser en calculant log h(1;) et log S(¢;).
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6.2 Algorithmes de maximisation

Les procédures SAS utilisent des algorithmes de résolution mium€rique pour
maximiser la log-vraisemblance. Le plus utilisé est I’algorithme de. Newton-
Raphson, dont le principe est rappelé ci-dessous. La procédure NLIN permet,
de plus, de choisir entre différents algorithmes de calcul, plus ou moins précis
ou rapides selon les cas (voir sections 9 et 10).

Pour maximiser la log-vraisemblance log L = I(8), il faut chercher une solu-
tion 8* qui annule la dérivée de ! par rapport 4 £, également appelce vecteur
du score. Pour cela, algorithme de Newton-Raphson part d’une valeur initiale
Bo, et résoud itérativement I’équation :

et [azz(éf)]"l o)

Fr=p- 900" a8

Le second terme du membre de droite est appelé le pas de Valgorithme. Les
itérations se poursuivent jusqu’a ce que IJ{(F+!) — I(3 ) soient trés proches (par
défaut, en général, dans les procédures SAS, P’écart entre les deux fonctions
doit étre finalement inférieur a 10~4). De plus, il est vérifié & chaque étape que
@+ ~ (@) > 0. Si ce n'est pas le cas, on recalcule un nouveau #+! en
réduisant le pas.

I faut noter que, dans les cas ou la vraisemblance n’est pas strictement
concave, on n’est nullement assuré de la convergence de PPalgorithme
vers le maximum cherché, puisqu’aucune condition de second ordre n’a été
vérifice dans un premier temps. Si 'on a des doutes, il est possible de fixer des
valeurs initiales assez éloignées et d’effectuer plusieurs fois la maximisation afin
de comparer les résultats. D’autre part, il est évident que la convergence est
beaucoup plus rapide si les valeurs initiales sont bien choisies, par exemple si
elles sont le résultat d’une procédure d’estimation moins affinée,

6.3 = Propriétés de l'estimateur

De maniére générale, l'estimateur du maximum de vraisemblance est asymto-
tiquement convergent et normal, de variance asymptotique estimée:

o f]”

La connaissance de cette loi asymptotique est essentielle pour effectuer des
tests de spécification, comme nous le verrons ci-dessous.
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6.4 Cas particulier d’un modéle de Weibull -

Dans le cas d’un modéle de durée simple (sans sélection endogene), la log-
vrmsemblance g’écrit donc :

logL =Y eilogh(t:) + 3 log S(t:),

§=1 i=t
oit C; est la variable indicatrice de censure. Dans le cas d’un modéle de
Weibull & hasard proportionnel, le hasard s’écrit :

hit;) = e(exp(ziB)) 1,

oll z{ est le vecteur ligne des valeurs prises par les variables exogénes pour
'individu 7. La survie a pour forme :

S(ts) = expl— exp(&{B)E].

La log-vraisemblance vaut donc :

loglL = Z cilloge + 218 + (o = 1) logti] = 3 _(exp(z1))E5])

i=1 =1
Les dérivées partielles de la log—vraisembla.nce par rapport 4 & et 3 valent :

¥ log L

=k 15 19V log £
= ;Q[a + log ] ZGXP(ziﬁ)ti logt; .

i=1

9 log L = i oz Z z} exp(z‘ﬂ)t“

i=1 sl

6.5 Tests sur les parameétres

L’estimateur du maximum de vraisemblance est, on I’a vu, a.symptotiquement
normal. Cette propriété va permetire d’eﬂ'ectuer des test asymptotiques® sur
les parameétres estimés. Le test le pius immeédiat porte sur la significativité
d’une variable exogéne. On peut aussi devoir tester ’existence d’une contrainte
linéaire sur les paramétres : dans ’exemple du modéle de Weibull ci-dessus,
tester si @ = 1 revient & évaluer la significativité d’un modéle expornentiel. On
peut également se demander si les coefficients de deux caractéristiques, par ex-
emple des variables représentant des tranches d’dges voisines, sont différents ou
semblables, etc...

3(C'ent-4-dire quand Ie nombre d'individus étudiés est grand.
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1l existe trois grands types de tests asymptotiques applicables dans ce
cas. Présentons-les dans le cas général du test d une contra.mte lmeau-e sur les
paramétres. On veut tester : :

Hg 1 LB = ¢, contre

"Hy : LB # ¢, avec L et ¢, matrices de coefficients réels de taille convenable.

L’idée de ces tests est simple. Le premier (test du rapport de vraisem-
‘blance) compare la valeur des'log-vraisemblances sous les deux hypothéses. Si
elles sont assez proches, on pourra accepter Hy. Cela nécessite de pouvoir cal-
culer simmplement les estimateurs f, et-f5; de 3 sous les deux hypothéses. On
montre que la quantité :

LR = 2{log L(1) — log L(B)] converge en loi vers un x%(r), oll r est le rang
de L, c’est-a-dire le nombre de contra.mtes mdependantes sur les §;.

L’hypothése nulle sera rejetee si la valeur ca.Iculee de LR dépasse un seuil
critique. : ‘ :

Le second (test de Wald) revient  évaluer la contrainte 4 V'aide de f,. Si
ja valeur trouvée est assez proche de 0, on peut accepter ’hypothéses nulle. On
montre que la quantité

= (LBy = )[LV(B1)L'J(Lp — c) converge en loi vers un x3(r), ol r est le
rang de L.

L’hypothése nulle sera rejetée si la valeur calculée de W dépasse un seuil cri-
tique. Ce test est particuliérement utilisé quand [’estimation sous ’hypothése
alternative est plus simple que sous I’hypothése nuile.

Le troisiéme (test du score) revient 3 calculer le vecteur du score sous
I’bypothése nulle. Si la valeur trouvée pour Lf#; — c est assez proche de 0, on
peut penser que 'on ne s’éloigne pas trop du maximum de vraisemblance et que
P’on peut donc accepter Phypothése nulle. On montre que la quantité :

BL(6o), [#L(Bo).]1™" L (Bo)
5= ( °)[aﬁaﬂ,)]( )

converge en loi vers un x*(r), ot r est le rang de L.

L’hypothése nulle sera rejetée si la valeur calculée de S dépasse un seuil
critique. Ce test est particuliérement utilisé quand Pestimation du score sous’
I'hypothése nulle est simple.

Ces tests sont asyptotiquement équivalents, c’est-a-dire que pour N infini,

ils améneront & prendre les mémes décisions. Ils sont fréquemment proposés
- dans les procédures SAS qui seront développées par la suite. Le test du rapport
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de vraisemblance peut étre calculé simplement par utilisateur méme s’if a'est
pas directement calculé en standard 4.

Notons égalemnent que st 'on veut simplement tester la nullité d’un seul
coefficient du modéle, il est plus simple d’utiliser un test de Student qui est
parfaiternent équivalent au test de Wald. La statistique de Student s’écrit,
comme dans un modéle de régression habituel, -

T= —i—

V(8;)
C’est 1a racine carrée de la statistique de Wald calculée dans le cas préeis on
la contrainte est §; = 0. T suit asymptotiguement une loi normale centrée

réduite. Il suffit alors de comparer T au seuil de significativité habituel de la
loi normale (environ 2 pour un risque de 5%). Si T est inférieur au seuil, on
acceptera ’hypothése nulle.

11 suffit en effet de procéder & deux estimations, 'ane contrainte et I'autre non, et de
calculer LR & V'aide de la valeur de la log-vraizemblance au maximuam, qui figure dans toutes
les éditions de résultate des proocédures.
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7 Un estimateur non paramétrique : Kaplan-
Meier | | ’ | ' |

L’estimateur de Kaplan Meier est trés simple & calculer, et généralise la notion
de fonction de répartition empirique en tenant compte des données censurées a
droite. C’est pourquoi il sert généralement de base 4 toute étude sur les durées. .
Il peut en effet guider le choix d’une forme paramétirique particuliére. Rappelons
qu’il doit étre calculé pour des populations homogénes.

Pour comprendre le principe du caleul, plagons-nous dans le cas ol il 'y a
pas de censure. Alors la survie en t peut étre simplement estimée par:

S(t) =1-F(@) ot F(t)=m/N,

avec 7; : nombre de durées inférieures &4 t et N : nombre total d’cbservations.
Dans SAS, cette fonction de répartition empirique est simplement donnée par

ine PROC FREQ.

On peut remarquer que la fonction de survie estimée peut s’écrire simplement
comme un produit de probabilités conditionnelles. Plagons nous dans le cas
simple sans censure et ol on n’observe qu’une seule fois chaque valeur de durée,
que l'on notera dans 'ordre croissant #y,#;,...tn, avec tg = 0. On a alors

S@t) = P(T>ty= ] P(T>4/T > ti-r) = [J(1 - 4;),
1<t j<i
ol ¢; est la probabilité instantanée de sortir en ¢; (I’équivalent de la fonction de
hasard en temps discret). Cette probabilité ¢; vaut alors 1/(N-j+1), puisqu’on
observe une sortie en j parmi les N — (j — 1) personnes qui survivent juste
aprés t;_3. Ces N — (j — 1) personnes sont appelées, par référence aux données
médicales, 'ensemble & risque en ¢;.

Si maintenant certaines durées sont censurées a droite, on va reprendre la
méme idée, mais en adaptant la notion d’ensemble & risque en ¢;. II-sera cette
fois défini comme le nombre r; d’observations ni sorties, ni censurées avant ¢;.
Alors P'estimateur de g; s’écrira 1/r;, et lasurvie sera estimée par [, ;(1-1/7;).

Dans le cas le plus général o I'on peut observer un nombre d; supérieur a
1 de sorties & chaque date j, P'estimateur de Kaplan Meier pour le hasard 3 la
date j sera d;/r;, et celui de la survie sera :

.S(tj) = H(l - dj/f‘j).

ti<t
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‘Notons également que 1'on peut Putiliser pour estimer une durée moyenne :
puisque V'espérance de la durée peut généralement s’écrire:

E(T) = '[:o wf(w) du = /Dw S(w) du,

on peut utiliser I'estimateur suivant :

: .
T=3 (6 ~t-1)8(t),
i=1

I étant le nombre de durées différentes observées. La durée moyenne ne sera
donc la moyenne empirique que sl n’y a pas de censure.

Ces estimateurs de la fonction de survie et du hasard sont programmeés dans
la PROC LIFETEST (voir plus loin pour le détail de sa mise en oeuvre).

L’estimateur de Kaplan Meier a de bonnes propriéiés : Il est en effet biaise
a distance finte, mais convergent et de loi asymptotique connue (Normale), 1!
est donc possible d’utiliser les tests asympiotiques habituels,

Ii est également possible d’utiliser des méthodes non paramétriques
pour tester homogénéité de deux sous-pepulations. On a vu plus haut
que cette homogénéité est essentielle pour interpréter correctement la forme du
hasard. SAS fournit, dang la procédure LIFETEST, deux types de tesis non
paramétriques.

Le premier est un test de rangs généralisant le test de Wilcoxon 4 des données
censurées. Il revient & ordonner 'ensemble des durées T' des deux échantillons
comparés, en conservant, de plus, 'information sur la censure (D; =1 si la sortie
est observée) et I'échantillon d’origine (Z; = 1 si la durée i vient de 'échantillon
1) On compare alors deux & deux les durées (T;, 75} et on attribue un score Uy;
a toutes ces pa.u'%

U =1 SlT;>fI}-etD_f=1
Uj==-1 sifi<Tjet D;=1
Ui; =0 sinen
On construit alors la statistique de rang U = 37, 37, Us; Zi Cela revient
& sommer pour les durées de i’échantillon 1, les scores des paires non censurées.
On peut montrer que la loi de U est asymptotiquement normale, de variance
connue, sous I’hypothése nulle du test (homogénéité des deux échantillons, sait
méme loi de durée (en fait, méme loi pour le couple {T;, D~i})). Il suffit alors de
comparer & 1,96 le rapport U/+/Vp(U).On montre également que la statistique
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de test U s’crit de fagon plus générale:

U= Z"(”[ ol

ol les d; sont les sorties non censurées en i;, et r{t;) Pensemble A risque de
Péchantillon 1.

Le second test, dit du “log-rank”, revient & comparer les probabilités de
sortie des deux échantillons 2 chaque date t;. La statistique de test est assez
proche de la précédente, puisqu’elle s’écrit:

V=2 [ ,:((;-})]

Cette statistique est également asymptotiquement normale sous Hy.

Ces deux types de tests sont effectués dans la PROC LIFETEST. Iis perme-
ttent de tester I'homogénéité globale entre strates, mais aussi la significativité
d’exogénes particuliéres. Dans le premier cas, un vecteur T de statistiques de
rangs dont les composantes sont définies par Tk =35 Z:J i Ui Zip ou Zyy est
une variable indicatrice d’appartenance & la strate k.

La statistique globale utilisée pour le premier type d’hypothése est Y/V—-T
{0 V'~ est une inverse généralisée de la variance estimée de ) qui suit asymp-
totiquement un x2{c— 1) ot ¢ est le nombre total de strates. Cette méthode est
strictement équivalente aux principes généraux des tests énoncés dans le para-
graphe précédent.
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8 Une estlmatlon semi-paramétrique : le modeéle
de Cox |

Une méthode d’estimation semi-paraméirique est disponible dans la PROC
PHREG de SAS(Versions 6). Elle concerne les modéles a hasard proportionnels
présentés damns la partie 4 3 avec la. spec:ﬁcatlon suwante _pour ia fonction de
hasard:

h(t/z; 6) = exp(ah)holt),

.ol hg est le hasard de base. Elle repose sur le maximisation de la ” vraisem-
blance partielle” de Cox. :

S.l Vraisemblance partielle de Cox

Reprenons le cas ol I’ on a ordonné les valeurs des I durées différentes observées:
iy <ty < .. <1 etoliln'y a pas de censure. Soit comme précédemment r{t;)
I’ ensemble & risque en ¢;.La probabilité pou que ce soit I’ individu j de r(%;)
qui sorte en 1; vaut:

h{t:/z;; B)
Lrer(ts) BlEi/TE; B)

Le dénominateur est la probabilité qu’ une sortie ait lieu en #; au sein de
1" ensemble & risque. Il vaut la somme des probabilités de sortie de tous les
individus de cet ensemble. L’ expression se simplifie puisque ho(t) figure dans
de dénominateur et le numeérateur, et elle vant finalement:

exp(z; )
Zter(:,-) exp(zzf)

La vraisemblance partielle de Cox est le produit de ces probabilités pour I
ensemble des sorties (on supposera qu’il y en a en tout § < N):'

exp(z;5)
Lo = ;I'.-_'Il: Zkeg-(t,) exp(z5)

S’ il o’y a pas de censure, elle s’interprétre comme la vraisemblance de la
statistique de rang associée aux durées. L’ estimateur semi-paramétrique de 3
va étre obtenu en maximisant la log-vraisembiance partielle par rapport 4 8 au
moyen d’une méthode itérative(voir partie 6).

L’estimateur obtenu converge presque su:ement vers 3 et est asympothue—
ment normal.
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8.2 Estimation non paraméirique du hasard de base

On préfére, en général, estimer directement la fonction de survie. Dans le modéle
de Cox, cette fonction a une forme simple : elle s’écrit

S(t) = [So(t)]**.

Cette relation découle de la définition du modéle et de la relation générale entre
hasard et survie. '

Kabfeish et Prentice en déduisent une méthode d’estimation de la “survie
de base” en deux étapes. Dans une premiére étape, on estime # par une maximi-
sation de vraisemblance partielle. Ensuite, 4 étant remplacé par son estimation
issue de la premidre étape, on maximise la vraisemblance par rapport & Sp.

Cette procédure revient 3 estimer la survie de base par :

gu(t) = H &.‘,

Cotigt

exp(z;8)
- Drer(es) €XP(25)
L’ estimateur utilisé dans PHREG est celui de Breslow:

d; exp(Z;ﬁ) =1~

- d
S = 1-— : -
o) H Lert:) EXP(Z 'kﬂ)]

i<t

Le “hasard intégré” Hy(t) = f; ho(1) du est alors simplerent estimé par — log So(2).
L’estimateur § a des propriétés de convergence presque sire et de nor-

malité asymptotique. Cela permet d’effectuer des tests asymptotiques sur les

paramétres, comme dans les modéles pleinement paramétriques. '

L’estimation de la vraisemblance de Cox repose de maniére cruciale sur
Phypothése de hasard proportionnel. Cette bypothése peut étre confirmée quali-
tativement par des contrles graphiques. En effet, considérons un modéle simple
avec pour seule variable exogéne une constante, ef donc s’écrivant;

B(t) = hot) exp B.
La relation sur le hasard intégré s’écrira alors:

H(t) = Ho(t) exp 8,
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d’oil log H(t) — log Ho(t) = B. L’écart entre les deux courbes de hasard intézr
est donc constant. De maniére générale, on trouvera un écart constant en-
tre les divers. groupes définis par les valeurs des exogénes si I’hypothése de
hasard proportmnnel est vérifiée. I existe également des tests paramétriques
pour la spécification proportionnelle (Voxr “Pour en savoir pIus en partlcuher

MOREAU).
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‘9 Les procédures SAS d’analyse des duréés

9.1 Estimations non paramétriques; la procédure LIFETEST

Cette procédure est utilisable sur des données pouvant étre censurées & droite.
- Elle calcule des fonctions de survie par strates et propose des tests de rang afin
d’étudier 'homogénéité des strates.

Mise en ceuvre simplifiée {principales options).

PROC LIFETEST < Options 1 > ;
TIME variable < Options 2 > ; } Instructions obligatoires

By variables

ID variables

STRATA variable < options3 > ; Instructions facultatives
TEST variables

Options 1 :

. DATA = ; précise la table SAS contenant les données.

. INTERVALS = value ; fournit une liste des extrémités des intervalles
utilisés dans les caleuls de survie. Par défaut, SAS découpe la durée maximale
de ’échantillon en dix intervalles. Ainsi, intervals = 5, 10 to 80 by 10 produit
le découpage {0, 5), [5, 10), {10, 20), {20, 30), {30, o).

. METHOD = type ; par défaut, SAS utilise les estimateurs de Kaplan Mejer
de la survie ; on préférera METHOD = ACT si on veut connaitre la fonction
de hasard empirique (option conseillée par la suite).

. NOTABLE ; supprime 'impression de la fonction de survie (nécessaire sur
les fichiers de données individuelles).

. PLOTS = (type <,...,type >) ; produit 4 la demande les impressions :

S :  survie empirique
LS : -Log(S)

LLS : Log(-Log(S))

B :  basard

P densité

OUTEST data ; crée un fichier SAS contenant différents estimateurs
pou: chacun des mtervalles des différents strates :

- variables BY et STRATA
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- MIDPOINT, milieu de l'intervalle
- SURVIVAL, survie

- PDF, densité

~ HAZARD, hasard.

. OUTEST = Data ; crée un fichier contenant les statistiques de rang pour
tester les liens entre durées de vie et covariables.

Options 2:

Variable indique le nom de la variable contenant la durée de vie ; elle pent
étre suivie d’une étoile et du nom de la variable indiquant la censure 4 droite ;
par exemple :

time ¢ * flag(l,2) ;
identifie la variable t, censurée si la variable flag prend les valeurs 1 ou 2.
Options §:

La variable STRATA détermine les sous populations sur lesquelles les estima-
teurs sont calculés. Elle peut étre numérique ou alphanumérique. Les données
peuvent étre formatées dans I’instruction :-

STRATA age ;
STRATA age (5 10 20 30) ;
STRATA age (5 to 10) ;

Test:

L’instruction TEST fournit une liste de covariables nume'riqués dont on veut
tester les liens avec la durée de vie.
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9.2 Estimations paramétriques
'9.2.1 la procédure LIFEREG.

Cette procédure estime des modéles & durée de vie accélérée 5sous la forme :

y=zb+ou

oli exp(U) suit une loi connue (exponentielle, logistique, normale).
Elle fournit en sortie des estimateurs de b et ¢.

LIEN AVEC DES MODELES CONNUS
- Soit T la variable aléatoire représentant la durée de vie.

- dans le modéle exponentiel, log(87) = U ol exp(U) suit une loi expo-
nentielle d’espérance 1. De ce fait,

y=log(T) = —log(8) + U.
Si on pose § = exp(zf3), on obtient # = —b, en contraignant o = 1.

- dans le modéle de Weibull, log(AT) = % ol exp(U) suit & nouveau une
lot exponentielle d’espérance 1.
La fonction de hasard s’écrit alors : 8(t) = aA*te—1,

Si on pose A® = exp(zf) pour ramener & la spécification habituelle, on
obtient :

4 v &=l B b
¢t par conséquent : @ = 2 et = 2
- pour la fonction log-logistique avec :

1

F(t)=

Pour la fonction log-normale :

5Les modéles exponentiels et de Weibull sont & la fois des modéles 3 hasard proportionnels
et & durée de vie accélérée. La procédure LIFEREG permet de les estimer aisément comme
des modiles & durée de vie accélérée. On retrouve les paramétres de 'autre forme moyennant

une gimple régle de trois.
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F(t) =1-&

Iog(t()j.-— zb)

On a directement les bons estimateurs

Mise en oeuvre simplifiée {principales options).

PROC LIFEREG < Options 1 >

MODEL response = indépendants < Options 2 > ; » Instructions obligatoires
BY variables

CLASS variables

QUTPUT < Qptions 3 > » Instructions facultatives

WEIGHT variables

Options 1 :

DATA =
OUTEST = duaie ; permet de récupérer les estimatenrs dans data.
COVOUT ; ajoute la matrice de variance-covariance dans QUTEST.

Options 2 :

* Censor (list) ; précise Pexistence d’une censure & droite {voir LIFETEST).
D = ; précise la distribution.

EXPONENTIAL modéle exponentiel

WEIBULL Weibull

LLOCGISTIC log Logistique

LNORMAL log normal

Opiions 3 :
OUT = deia précise le nom du data de sortie.
Keyword = name avec
CENSORED = variable indicatrice d’une censure
CDF = cumulative .
XBETA = xb.

. CLASS le méme réle que dans la PROC GLM.
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9.2.2 Utilisation de la PROC NLIN

Un inconvénient déja cité de la PROC LIFEREG est de pas fournir les esti-
mateurs recherchés, notamment pour le modele de Weibull, mais des estima-
teurs divisés par 6. En outre, cette procédure est fermée et ne permet pas de
-prendre en compte d’autres éléments de la log-vraisemblance, par exemple en
présence de sélection endogéne. Un moyen d’obtenir les résultats recherchés
consiste & utiliser la PROC NLIN, en la paramétrisant afin qu’elle maximise
la log-vraisemblance requise. Cette procédure permet en effet de maximiser
une fonction quelcongue une fois définies cette fonction (appelée fonction de
perte, repérée par l'instruction Jloss.) et sa dérivée. On fait alors exécuter &
la PROC NLIN un algorithme de Gauss Newton (voir supra) dans lequel le

- ) » ”, » * * - r
Hessien g-é%f,é a €té remplacé par son équivalent asymptotique, Popposé de
'espérance du produit des dérivées premiéres —E{B—La‘%f—é 2L2al )] Dans ce cas,
Vinstruction MODEL devient inopérante et doit &tre remplacée afin de générer

systématiquement un résidu de 1 afin de générer un score adéquat.
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E*W\"L g&'d.g.‘qhg\ WU e a.q}.-.-.;-, ds gmmj Lre bl

Ny Upmalet ?aur {ﬁoku_r Ty E‘n'\/'-

prac nlin data=a sigsqg=1l = ;
Parms 220,50 5020 biog, 00 merauardt;
_xb_=bid+agexhl:

~lsurv_=(y%%a)¥exp( xb );
Sloss_Z-( (_xb_+loglal)t(a~1)x - ; : -
Jer b= ( = dBures 3, (A71I*logyixd- _lsurv_ ); —> R

der.hl={(der bg)xaga; S Y
der.a= ({1/a + logy)*d~legy®*_lsurv ); 13 -gco“i’w

model w3y-1;
L el faie fes 3 cankovies
g WA e

The SAS System ) 3%:54 Tuesday, O¢
Han-Linear Least Squares I[terative Phase Bepandent Variable Y Method: Marguard?t
Iter A ) BL Sum of Lass
0 g.500000 g 2 B907.485040
1 0.728234 ~0.555%944 0.174401 7l62.024178
2 1.167913 -2.6439632 -3.0438306 £400.413907
3 1.3i03384 ~3.461221 -4.814720 6294.941242 hgk
4 1.082431 -5.184670 -1.6874845 623Z.096426 4} XL
5 1.0655648 -4.322047 -2.344031 6210.253100
6 1.852672 -6.86211% -2.640263 6206.997045 LA SV
7 1.0448155 ~6.9460325 -2.700334 4204 .805315
L 1.0684612 -4.985344 -2.710340 £206.795455
Ed 1.045839 -&.977509 -2.708854 4206 .793843
1o 1,04775] ~§,986491 -2.7180249 4204,793121
11 1.065250 -4.,978401 -2.708788 6206.792642
12 1.0476443w «6.983242 =2.70%649 6206.792371
13 1.0646669 -6.973260 -2.708903 §206.,792180
14 1.047252 -6.9824462 ~2.709489 6206.792057
15 1.068620 =-6.9798649 -2.7096812 6206.791976
is 1.047129 -4.981940 -2.709395 §206.791924
terian met.
Nan-Linear Least Squares Summary Statistics Depanden® Variables Y
Sourcge DF Sum of Squares Mzan Sguare
Regressian 3 213154, 80000 71718.64647 Q &
Residual 2411 2814.00000 1.00107 CoX b
Uncorrectad Tatal 284 217970.000040 Ego_rc@."h.q
(Corractad Tatall 2813 109487 .13433
Sum of Loss 4206.79132 Y\ — - lag VrosdonYans
Paramneter Estimate Asymptatic Asymptetie 95 %
5td. Error Canfidenca Interval
) Lawer Upper
d A 1.847129225 0.Q02283216945 1.0023589197 1.0918995312

B B0  -6.98193986B 0.33730269404 -7.46433375854 -6.3205421512
5, Bl -2.749395068 0.13420113775 ~3.07058474468 -2_348205389%

Asymotetic Corralation Matrix

Corr A Bo Bl
A © 1 ~0.301889437 -0.138226033

EQ -0.301849437 1 0.9844839573

i

Bl -~0.138226033 a,9843839573
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9.3 Estimations semi-paramétriques, la procédure PHREG

- Elle est utilisable sur des données non censurées ou censurées & droite. Elle
calcule un estimateur non paramétrique du hasard de base et des estimateurs
paramétrigues des coeflicients associés aux covariable affectant le hasard de base
sous la forme exp(zf3).

Mise en oeuvre simplifiée:

PROC PHREG < Options 1 >;

MODEL time = flag( ) = exogénes;
FREQ variable(entiére);
QUTPUT < Options 2 >;
BASELINE < Opiions 3 >;
Options 1: '
DATA=
QUTEST = data ; nom du data qui contiendra les estimateurs des covariables
COovouT ajoute dans OUTEST la matrice de variance-covariance
Options 2:
OUT= data 2T du data de sortie construit & partir du tableau

initial et contenant les statistiques requises .
XBETA = zf
SURVIVAL survie
LOGSURV  Log(survie)

Options §:

F . .
nom du data de sortie contenant la valeur de la survie

pour les valeurs possibles de time

nom du data contenant les valeurs des covariables pour
lesquelles on cherche & calculer la survie

{par défaut, SAS prend les valeurs moyennes

de ces covariables dans le fichier)

OUT= data

) COVARIATES= data

XBETA= : zf
SURVIVAL survie
| LOGSURV Log(survie}
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Tha SAS Svstem

0BS FEMMES DUR s Ls
1 2 ] Lu:guu u.ulw?ugr; ePae de
2 . b 0 0.86263 -0.14 L
3 ] 1 0.74747 -3.29105 ‘Po Abrd o &-' Aot 'pﬂ-a
4 0 2 D.66471 -9.40841 &
5 [ 3 0.59640 -8,51451 . fpoar q Seny )Yh\i»- o
§ 0 4 B.53475 -0,62504
7 4 5 D.483B0 -3.72508B
8 o & 0.64450 ~@.814081
9 ] 7 §.60634 ~0.98304
10 o 8 0.37649 -0.97684
11 0 9 0.34752 -1.05692
12 0 10 0.30782 -1.17825
13 ] 11 0.28264 -1.26351
I R O 11 b
1% 0 14 0.22649 S1048508 | Ponws (¥ a)
17 o 15 D.20933 -1.54385
18 0 16 0.19877 «1.42572
19 0 17 0.18553 -1.68456
20 0 8 0.17405 -1.73701
21 0 19 0.16267 -1.81603
22 ) 21 0.1518% -1.88510
z3 ] 21 0.140k2 -1.96527
24 0 22 0.13314 -2.01623
25 0 23 0.32785 -2.05681
25 0 24 0.12105 -2.11157
27 0 25 0.11787 -2.13821
28 ¢ 26 0.10999 -2.20734
29 I} 27 0.F0ZB0 -2.27497
39 ] 28 0.09838 -2.31891
31 1 29 0.09494 -2 35430
32 ] 30 0.08983 -2.40986
33 0 32 0.08519 -2.46292
34 ] 33 0.08199 -2.50117
i5 [ 34 0.87561 -2.58213
36 1 ¢ 1.00000 g.06100
17 i 8 0.87994 -0.12788
H:] 1 1 0.77733 -0.2518%
39 1 2 1.70225% -0.35344
40 1 3 9.63955 -0.44708
q1 1 4 0.58175 -6.54172
4z 1 5 0.53364 -0.52837
43 1 5 8.69575 -0.76169
54 1 7 7 0.45771  -8.78151 taves 3z
45 1 8 0.43939 -G.8453%
46 1 Y 0.4006% -6.9146%
&7 1 ie 0.34071 -1.0196%
48 1 11 0.33505 -1.09347
49 1 iz 0.31181 ~1.16534
50 1 13 0.29400 -1.22418
51 1 14 0.27660 -1.28519
52 1 15 0.25834 -1.35340
53 1 16 0.24489 -1.640493
54 1 17 0.23273 -1.95784
55 1 18 0.2224} -1.50325
5§ 1 19 0.20770 -1.57%66
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Tha SAS Systenm . .

ass FEHMES BUR 5 L5
57 1.0a000 20 6.19565 -1.63141

58 1.6a000 21 t.18254 -1.70079

59 1.60600 22 0.17486 -1.74490

&0 1.66004 23 0.16864 -1.7a001

41 1.00000 24 0.15083 -1.82741

42 100000 25 0.15714 -1.85844

63 1.00000 26 0.14804 -1.91p29

44 1.00000 @ 27 a.13942 -1.96881

45 1.60000 28 6.13441 ~2.00684%

66 . 00000 29 6.13036 -2.05747

&7 1.00000 32 6.12624 ~2.08555

&8 100000 3z 0.11866 -2.13147

49 1.a0a0n 33 0.E1480 -2.14457

70 1.004a00 14 a.1a703 +2.23444

71 0.53474 o 1.00000 ¢.60000

72 0.53478 0 0.87317 -0.11574

73 0.53478 1 0.74383 “0.26%41

74 0.53478 2 0.68521 -0.37803

75 0.53478 3 0.61997 -0.47809

75 0.53478 4 0.54023 -0.57948

7 8.53478 5 9.51065% -0,67207

78 0.53478 & 4,47213 ~0.75052

7% 0.53478 7 3.63358 -0.83587

80 0.53478 a 6.40487 -0.90419 v - Lo«
81 0.53478 9 6.37595 -0.97831 Yzo.§b f‘:’“’awnA
82 0.53478 ta ¢.33801 -1.09061 P L
8 0.53478 11 31082 -1.16952

a5 2 53478 12 0.2875% -1.24441 dor, vrond-lass
a5 4.535478 13 0.27000 -1.30933 &

as 0.5347a 14 0.25295 -1.37458 ($3% e 1)
a7 0.53478 15 0.23555 -1.54753

ga 0.53478 14 0.2220% -1.50679

59 6.53478 17 0.21629 -1.56924

90 0.53478 18 0.20033 -1.60789

91 0.53428 19 9.18620 -1.68095

92 0.53478 20 8.17447 ~1.74488

33 0.53478 21 918217 -1.81909

96 9.53478 22 6.15670 ~1.86626

35 6.53478 23 ¢.14900 -1.90382

94 6.53474 24 0.14163  ~}.95451

97 0.53478 28 0.13818 -1.97817

98 #.5347§ 26 012962 -2.04316

99 0.53478 21 0:12175 -2.18575

100 0.53478 28 6.11490 ~2.16842

18t 0.51478 29 8.11313 -2.17918

102 0.63478 30 0.10746 -2.23061

183 0.53478 32 0.10231 -2.27972

104 0.53478 33 D.09875 ~3.31513

1¢5 6.53478 34 1.09162 -2.359087
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10 Pour en savoir plus

Des ¢€léments théoriques plus détaillés sur les modéles de durée figurent dans les
documents ci-dessous. Vous y trouverez en particulier les démonstrations des
propriétés énoncées dans ce fascicule, des propositions de tests supplémentaires,
et d’autres exemples d’applications,...ainsi quune bibliographie plus compléte.

- J.J. DROESBEKE, B. FICHET, P. TASSI, ” Analyse statistique des
durées de vie-Modélisation des données censurées ”, Economica, 1989.

- C GOURIEROUX,” Economéirie des variables qualitatives”, Econom-
ica, 1989. :

-T.LANCASTER, " The Econometric Analysis of Transition Data”, Econo-
metric Society Monographs, Cambridge University Press, 1990,

- A. MOREAU,” Econométrie des variables de durée”, Note Département
recherche N.123/G 305, 1989.

Les descriptions complétes des procédures SAS présentées figurent bien en-
tendu, avec des exemples supplémentaires, dans les manuels de référence de
SAS-V6. La procédure PHREG fait 'objet d’ un fascicule spécifique.
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