MOYENNES MOBILES CENTREES
ET NON CENTREES
CONSTRUCTION ET COMPARAISON

Michel GRUN-REHOMME, Dominique LADIRAY

L’analyse des séries temporelles a, de toute évidence, fait de gros progrés depuis une
vingtaine d’années. Dans sa panoplie de méthodes pour aborder les probiémes du lissage
et de la désaisonnatisation, le statisticien dispose aujourd’hui d’un outil un peu anachroni-
que, qui résiste bien 2 'usure du temps et aux innovations statistiques : les moyennes
mobiles. Le succés de cet outil est essentiellement di d’une part 4 son excellent rapport
"qualité-prix" et, d’autre part, 3 I’hégémonie des logiciels de désaisonnalisation X11 et
X11-ARIMA qui en font un large usage.

Les moyennes mobiles sont en effet trés simples de principe, n*impliquent pas a priori
I"utilisation de concepts ou de modeles sophistiqués et se révelent d’application
particuliérement souple: il est possible de construire une moyenne mobile possédant
les propriétés souhaitées en termes de conservation de tendance, d’élimination de la
saisonnalité, de réduction du bruit, etc, et s’adaptant ainsi au probléme traité. Bati sur
de tels outils, le mythique logiciel de désaisonnalisation X11 défie le temps. Au-
jourd’hui encore, c’est une version de 1968 qui est uvtilisée et les améliorations
importantes apportées a ce programme, notamment a travers le logiciel X11-ARIMA
de Statistique Canada dans les années 75, n"en ont pas remis en cause le principe de base.

Force est de constater qu’aujourd’hui ces outils sont trés largement utilisés, & tort selon
certains qui pensent que de meilleures méthodes existent de nos jours, mais a raison
selon les utilisateurs qui valident les résultats et emploient par exemple X11-ARIMA
pour sa faculté de désaisonnaliser rapidement et correctement un grand nombre de séries.

Les moyennes mobiles sont de vieilles dames. De trés importants efforts de recherche
sur ce theme ont été faits au début de ce sigcle par des noms anjourd’hui célebres:
Spencer, Henderson, Macaulay... et des résultats aujourd’hui oubliés ont été obtenus.
Qui sait par exemple, que le fameux probléme de la perte d’information aux extrémités
de la série, et évoqué comme ['un des inconvénients majeurs de ces outils, a été étudié

Mayennes mobiles centrées et non centrées 271



eten partie résolu par Henderson dans les années 207 Et, par la suite, Macaulay, Kendall,
Musgrave (pour le logiciel X11), Bongard ... s’y sont attaqué avec plus ou moins de succes.

Dans un premier temps, cet article présente une synthése des propriétés connues des
moyennes mobiles. Celles-ci sont présentées dans un. cadre méthodologique général
plus actiel: leur mode de construction est vu comme un probléme de minimisation
d’une forme quadratique sous coniraintes. Les moyennes mobiles traditionnelles,
symétriques o non-centrées sont alors replacées dans ce cadre et comparées entre elles.

Cette présentation unifiée permet alors de généraliser les modes de construction et
d’association et de déduire quelques résultats nouveaux, Le role central des critéres de
Bongard (réduction de la variance résiduelle) et de Henderson (pouvoir de lissage) est
mis en évidence. On montre ainsi 1'équivalence des approches de Kendall et de
Bongard. Un nouveau critére, mélange convexe des deux critéres précédents, est défini
et étudié. Les moyennes mobiles asymétriques de Musgrave sont généralisées, amélio-
rées et des régles de construction de moyennes mobiles non-centrées, permettarit de
résoudre le probléme de I’estimation des points aux extrémités des séries, sont présentées.

Ce trdvail s’inspire bien entendu des résultats obtenus par les grands noms déja cités
mais aussi de travaux plus récents, comme ceux de DOHERTY [2] et GRAY &t THOMSON [3].

I - Rappels et notations

Ce chapitre est une bréve présentation des notions de base sur les moyennes mobiles.
Pour un exposé plus complet, le lecteur pourra consulter KENDALL [6] ou, pour un
ouvrage en frangais, GOURIEROUX et MONFORT [4].

Dans la suite, on considérera une série temporelle (X). X; désignera alors la valeur de
la série a I'instant t. L(Xr} désigne la transformée de la série brute par un operateur L

et L.X¢ sera la valeur de cette nouvelle série & I'instant t.

Par ailleurs, on fera souvent référence aux problémes du lissage ou de I’ajustement
saisonnier dans lesquels la série brute est supposée a priori se décomposer additivemnent :

e en une tendance { Tt} et un bruit (g pour' le lissage: X =Tt +¢;

e eon une tendance ( Tt ), une saisonnalité (St) et un bruit (¢) pour la désaisonnalisation:
Xi=Ti+¢xn
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L1 Moyennes mobiles symétriques et asymétriques

On appelle moyenne mobile de coefficients {6}, I’opérateur noté¢ MM {64}, ou plus
simplement MM, et défini par : '

+f
MM {9:‘} Xz=2 0 Xi+i

=—p

La valewr & I’instant t de la série brute est donc remplacée par une moyenne pondérée
de p valeurs "passées” de la série, de la valeur actuelle et de f valeurs "futures” de la
série. La quantité p+f+1 est appelée ordre de la moyenne mobile.

Il est clair, pour des raisons de définition, que les p premiers points et les { derniers
points de la série brute ne peuvent &tre transformés par I’ opérateur MM. Lorsque p est
égal 4 f, la moyenne mobile est dite centrée.

Si, en outre, on a 0. = 6; pour tout 1, la moyenne mobile MM est dite symétrique.

Par la suite, on notera le vecteur de dimension {p+f+1,1) dont les coordonnées sont les
coefficients de la moyenne mobile :

671
8y
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1.2. Propriétés simples des moyennes mobiles

1.2.1. En termes de conservation de tendances :

Il est facile de montrer que pour qu’une moyenne mobile MM conserve les polyndmes
de degré d, il faut et il suffit que ses coefficients vérifient :

i=+f =+
>, 8i=1etVke {I,2,...,} ¥, 0;=0
=7 i=p

Matriciellement, ces contraintes s’écrivent : C8=aq, ol C et & sont des matrices
(d+1,p+f+1) et (d+1,1) valant :

. |
10 _ )
0 i o 1 1
-p =p+l . f
2 2 2
aol b o E2F s =P
Co (cprfdTt L ol gt
; CT M C T DL DL
0

On peut remarquer i cette occasion que toute moyenne mobile symétrique qui conserve
les polyndmes de degré 2d conserve aussi les polyndmes de degré 2d+1.

1.2.2. En termes d’élimination de saisonnalités :

Les saisonnalités sont souvent."modélisées” par des fonctions périodiques de période
k (4 pour une série trimestrielle ....); dans le cas d’un modgle de composition additif,
Ies coefficients saisonniers sont en outre supposés étre de somme nulle. Ces fonctions
engendrent alors mn sous espace vectoriel de dimension k-1 dont il est facile d’exhiber
une base. Ainsi, par exemple, dans le cas trimestriel, on trouve le sous espace engendré par :

Mm-1 0 01 -1t 0 0 ..]
[1 0-1 01 ¢-~1 0O .|
It 0 0-11 ¢ o -1 .|
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I’ annulation de telles séries introduit donc des contraintes sur les coefficients de la
moyenne mobile qui s’expriment matriciellement : CO8=o« , ol C est la matrice
(k-1,p+f+1) dont les lignes sont les vecteurs de base ci-dessus et oll o est la matrice
nulle de dimensions (k-1,1).

Par ailleurs, nous verrons plus loin (1122 et Annexe 1) qu’il est possible de traiter le
cas de saisonnalités variant linéairement (ou polynGmialement) avec le temps.

1.2.3. en termes de réduction du bruit :

Le résidu, dans la décomposition de la série brute, est souvent modélisé sous la forme
d’un bruit blanc, suite de variables aléatoires (g7 ) d’espérance nulle, non corrélées, et

de méme variance 6-. Ce bruit blanc est transformé par la moyenne mobile en une suite
de variables aléatoires ( €/ ), de méme variance égale & :
=+
5?=0"S o?

=
Diminuer la composante irréguliére revient donc 2 diminuer la quantité :

i=+f
o
i=—p

Cette quantité figurera, dans les tableaux et exemples présentés par la suite, sous le nom
de Bongard. '

L.3. Quelques effets indésirables des moyennes mobiles

1.3.1 Leffet Stutsky-Yule

La transformation du bruit blanc (g ) par une moyenne mobile donne un processus

aléatoire ( & } corrélé dans le temps. En effet, le coefficient d’autocorrélation d’ordre
k (k entier natarel non nul) est :
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i=4f j=+f
Z ZBfBjCOV(EI+i,éI+k+j)

L3 * .
Cov (& , &r+k) _i=—p j=-p

plk)y= 8,52 i=+f
’ 2 2
fe3 2 07
j=-p
i=+f j=+f
Z Z 0; OE (&r+4 Corkry)
_E=p j=p
- - [i=+f
02 Z 9,-2
i=-p
j=f-k
0;0i+x
j=—p . .
= =t s st ksp+f
p:H
i=—p
O sinon

Cette corrélation entre p+f termes consécutifs du processus ( e 3 introduit des oscilla-
tions parasites. II est impossible de les éliminer mais on peut les atténuer en réduisant
la variance résiduelle. Par ailleurs, 1a "périodicité” de ces oscillations est aléatoire; il
est cependant possible d’en estimer la valeur moyenne gui figurera, dans les tableaux
et exemples présentés par la suite, sous le nom de PERIODE.

1.3.2 Effet d’amplitude et effet de phase

La transformation par une moyenne mobile d’une série géométrique d’amplitude
variabte produit des effets "parasites” d"amplitude et de phase. '

. e i 21
Soit la série: Xe=p' '®  oh w="ravec T>0

T

alors on a, par transformation par l2 moyenne mobile MM :
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: k=f k=f
.X*leMXt 2 Br Xisk= 2 ekpk ik t 1&){‘

k=—p k= —p
k=f
2 Ok pk iwt X

k=-p

k=f
k 1o3k
Si a et ¢ désignent respectivement le module et PPargument de 2 Orp-e , on
k=-p
t i (wt+Q)

obtient:Xt =ap'e

On adonc un effet d”amplitude (a) et un effet de phase (). L’effet de phase est inhérent
aux moyennes mobiles non symétriques, sauf & ajouter, dans leur consiructxon une
contrainte sur leurs coefficients de la forme :

k=f
2 61 pksin(ﬁk=0
k=—p

Pour une moyenne mobile symétrique (p=f=m} avec p=I,ona:

k=f k=m
X =¥ 0 R=(8042Y 6 coswk) ! @
k=—p k=1

Dans ce cas, on a ¢ =0, c’est-a-dire pas d’effet de phase, ou ¢ =TI, c’est—_ﬁ—dire
k=m
opposition de phase, et I'effet d’amplitude vaut |(90+2 Z Bk cos © k)e'mI I

k=1

I1.4. Résolution d’un probléme de minimisation
d’une forme quadratique sous contraintes

Soit @ le vecteur de dimension (p+f+1,1) dont les coordonnées sont les coefficients
inconnus de la moyenne mobile recherchée. Soient en outre les matrices connues
w, €, C, etoet,detailles respectives (p+£+1,1), (p+f+ Lp+f+1), (k,p+f+1) et (k,1).
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€ est supposée symétrique, définie, positive et C est supposée de plein rang. On
s’intéresse a la résolution du probléme de minimisation sous contraintes du type :

8

{Min L O-w)Q®—w)
sous Co=uo

La solution unique de ce probléme classique est :

o=0""1"C cal 'y (a—Cw)+w

Bien entendu, la résolution de ce probléme suppose que 1'on n’ait pas plus d’équations
que d’inconnues et donc gue le nombre de contraintes indépendantes sur les coefficients
résumeées dans la matrice C (soit k) est inférieur ou égal a4 ’ordre de la moyenne mobile
(soit p+f+1). Dans le cas ot il y aurait €galité, la contrainte détermine pleinement la
solutionetil 'y a plus de probleme d’optimisation ; d’ailleurs C est alors une matnce

inversible et 8 =C!
II - Génération de moyennes mobiles symétriques classiques

I1.1. Les moyennes mobiles arithmétiques simples

L’exemple de moyenne mobile le plus simple est classiquement obtenu en supposant
que celle-ci conserve les constantes tout en diminuant au maximum I'importance
de la perturbation. Cette réduction de la composante 1rregullere est mesurée par la quantité
[=af

) 9? .Cela équivaut, dans les termes du probleme d’optimisation évoqué, 2

prendre une matrice £ égale & la matrice identité. Par ailleurs, on aici :

0
0

C=N1...11, w=|.|era=l1]
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On obtient alors les moyennes arithmétiques simples, dont tous les coefficients sont
€gaux-& 'inverse de I’ ordre de la moyenne mobile. La symétrie de la solution, obtenue
d&s que la moyenne recherchée est supposée centrée, permet en plus d’affirmer que ces
moyennes mobiles conservent aussi les droites.

On peut aisément vérifier qu'une moyenne mobile arithmétique simple d’ordre m
élimine les fonctions périodiques de période m, et quelle peut-&tre obtenue, en
supposant toujours que la moyenne des coefficients saisonniers est nulle, avec :

1 1 1 1 1
-1 0 o 0 0
C=|1 -1 0 O et ao=|0

Crest cette optique qu’il est préférable de privilégier, comme nous allons le voir
immédiatement, si on veut généraliser Ie mode de construction de ces moyennes.

I1.2. Les compositions de moyennes mobiles simples

IL.2.1. Les compositions de moyennes mobiles simples de type mxn

Dans le logiciel Census X11, des moyennes conmposées 4 partir de moyennes mobiles
arithmétiques simples sont utilisées pour estimer la série des coefficients saisonniers;
eiles sont notées 3x3, 3x5, 3x9 ...ces notations indiguant qu’une moyenne mobile
arithmétique simple d’ordre 3 est appliquée 2 la série puis, sur cette série lissée, une
moyenne mobile simple d’ordre 3 ou 5 ou 9.

11 saffit alors, pour construire ces moyennes, de choisir le méme critére de réduction de
la variance que précédemment en mettant dans la matrice C les contraintes d’ annulation
de saisonnalités ad hoc. On aboutit alors, par exemple, 4 des moyennes comme celles
présentées dans le tableau 1.

I1.2.2. Annulation de saisonnalités variant
polynémialement avec le temps

L. hypothése de stabilité de la saisonnalité dans le temps est parfois peu justifiée et on
est amené 4 modéliser cette évolution de la fagon suivante :
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oti {ut) désigne une fonction périodique de période b. Si ’on cherche alors une moyenne
mobile d’ordre p+f+1 annulant ce type de saisonnalités, on montre (voir annexe 1 pour
un calcul général détaillé) que les coefficients de la moyenne mobile doivent vérifier,
en supposant p+f+1=nb:

Yk=f-b+1f-b+2, ... f-1
j=n—]. J=n-1 .
Y O - > 6rp=0
j=0 J:O
J=n-1 j=n-1
N (k-jb) Ok—jp ~ I (f-jb) O-jp=0
j=0 i=0
j=n—1 j;n—l
S (k=) 8o = Y (f-ib)! Gk jp=0
j=0 k=0

1annulation de fonctions périodiques de période 4 variant quadratiquement avec le
temps conduira donc & 9 contraintes, Le tableau 1 présente quelques exemples de telles
moyennes mobiles composées & partir de moyennes mobiles simples. Trois moyennes
notées M4x4x35 figurent dans ce tableau. Les deux premigres ont les mémes propriétés
d’élimination des saisonnalités d’ordre 4 variant linéairement avec le temps et les
saisonnalités d’ordre 5 : seul leur nombre de termes differe. La troisiéme, outre ces
mémes propriétés, conserve les polyndmes de degré 3 (voir ci-aprés).

Mnxp désigne la composée de deux moyennes mobiles arithmétiques simples d’ordre
n et d’ordre p, Sp15 désigne la moyenne mobile de Spencer sur 15 termes, conservant
les polyndmes de degré 3 et annulant les saisonnalités d’ordre 4 variant linéairement

avec le temps et d’ordre 3.

La quantité notée Henderson désigne la valeur du critére de Henderson (voir I11-4).
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Tableau 1 :

Moyennes mobiles simples composées éliminant diverses saisonnalités

1 { M3x3 3x5 M3x7 Maxdx5 | Maxdxs (). Sp15 | M4x4x5(2)

-7 - 0,009 - (0,038

-6 0,045 - 0,019 0,010

-5 0,013 0,058 - 0,016 -0,016

-4 0,048 0,038 0,083 0,009 0,008

-3 0,087 0,095 0,075 0,120 0,066 0,123

-2 0,111 ~ 0,133 0,143 0,125 0,080 0,144 0,115

-1 0,222 0,200 0,143 0,163 0,072 0,209 0,180

0 0,333 0,200 0,143 0,175 0,084 0,231 0,231

1 0,222 0,200 0,143 ¢,162 0,072 0,209 0,180

2 0,111 0,133 0,143 0,125 0,080 (0,144 0,115

3 0,067 | 0,095 0,075 0,120 0,066 0,123

4 0,048 0,037 0,083 0,008 0,009

5 0,013 0,058 - 0,016 - 0,018

& 0,045 - 0,019 0,010

7 - 0,009 -0,038

Hendersan 0,148 0,036 0,018 0,002 0,066 0,006 0,318

Bongard ~ 0,235 0,164 0,125 0,129 0,084 - 0,193 0,173

Période 11,630 15,496 18,936 20,107 16,284 . 11,739

M x p désigne Ia composéé de deux moyennes mobiles arithmétiques simples dordre n ot d'ordre p. Sp15

désigne la moyenne mobile de Spencer sur 15 fermes, conservant les polynémes de degré 3 ef annulant les

saisonnalités d'ordre 4 variant linéairement avec le temps et dordre 5. La quantité notée henderson désigne
la valeur du critére de Henderson {voir 2-4)

I1.3. Les moyennes mobiles de Kendall et Stuart

De facon tout a fait naturelle, on peut souhaiter généraliser le premier procédé de
construction des moyennes mobiles arithmétiques simples en cherchant des moyennes
qui conservent les polyndmes de degré d, Il faut tout d’abord remarquer que cette
propriété de conservation de polyndme est locale: il suffit qu’une série soit localement,
c’est-&-dire sur toute période de longueur ¥ ordre de la moyenne mobile, assimilable &
un polynéme de degré d pour qu’elle soit conservée par la moyenne mobile.

Kendall et Stuart se sont intéressés 4 ce probléme en le resolvant par une technique de
"régressions mobiles", Sur tout ensemble de 2p+1 points consécutifs de la série, on
ajuste un polynéme de degré d : 1a valeur ajustée au centre de cet ensemble de points
représentera la valeur de la série lissée a cet instant, Ils monirent par ailleurs que cette
méthode revient A appliquer & la série de départ une moyenne mobile ad hoc, dont les
coefficients ne dépendent que du degré du polyndme choisi et du nombre p.

En fait, et c’est I'objet de "annexe 2, on peut montrer que cette approche est complé-
tement équivalente & résondre un probléme de minimisation, le critére étant celui de
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Bongard, de minimisation de la variance résiduelle, et les contraintes celles inhérentes
a la conservation d’un polyndme de degré d. Comme précédemment donc la matrice
est la matrice identité et on a par ailleurs, pour une moyenne centrée d’ordre 2p+1 :

- — —

1 1
0 0 R 1 1 1 -
0 0

- P -p+l p—1 f

2 z 2,
o= w=l|c=] €A (mpFD e-1 f

: : ! (e (p-nt pf!
0 0 L
0 0 o (—pr)* -0 P

L encore, on pourrait imposer en cutre 4 la moyenne mobile d’éliminer par exemple
certaines saisonnalités ; on retrouverait alors I”approche développée par Bongard en
1962 dont les résultats précédents sont des cas particuliers.

11.4. Les moyennes mobiles de Henderson

Les moyennes mobiles de type "Henderson" sont surtout utilisées pour lisser une série,
L’ estimation de la tendance doit donc &tre une courbe lisse, Une base de I’ensemble
des séries étant constituée des séries définies par :

1 sit=t
Xt )= o
() {O sit#t

il suffit d’imposer que les transformées de ces séries par la moyenne mobile soient
souples, Ces séries transformées sont,  une translation des temps prés, égales i la série
des coefficients de la moyenne mobile :

.00 0, 6pu ... 81 8 00 ..

1l suffit donc d’imposer & la courbe des coefficients de la moyenne mobile d’étre souple,
Henderson a proposé d’utiliser comme critére de "souplesse” la quantité :
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i=+ o
Y (viey

i=—roo
ol V représente 1’ opérateur différence premiére, (VX = X - Xi.1)

Plus cette quantité est faible, plus la série transformée par la moyenne mobile est jugée
souple. Cetie quantité est notée Henderson dans les tableaux proposés. De plus, les
moyennes mobiles de Henderson sont supposées restituer correctement des polyndmes
de faible degré. Ainsi, dans Ie logiciel Census X11, des moyennes mobiles de' Henderson
symétriques sur 5, 7, 9, 13 ou 23 termes, et conservant les polyndmes de degré 2, sont
utilisées selon les cas (et en particulier selon la périodicité de la série).

Si on cherche par exemple a retrouver la moyenne mobile de Henderson symétrique
sur 2p +1 termes, qui conserve donc les polyndmes de degré inférieur ou égal a 3, les
parametres de notre probleme de minimisation séront :

1 1 w11 0
c - 0 _g_(l)-{ w |0
Gap+n)”| 7P TP el p G (g @+D |-
=p)y (-p+l)" ... -1 p 0
20 —15 6 .. 0" 0 0]
-15 20 —-15 ... .. .. ..
a 6 —15 20 ... 6 -1 0
= -1 6 —15 .. —15 6 -1
@12+ 6 a0 _i5 6
... =15 20 —15
0 0 o .. 0 -15 20

I1.5. De Bongard a Henderson

On peut avoir I’idée (comme dans [5]) de mélanger en quelque sorte les deux critdres
et de construire des moyennes mobiles "conciliant” la réduction de bruit et le pouvoir
de lissage de la série, C’est ce que nous avons fait en considérant une combinaison
convexe des deux critéres, et en résolvant donc le probléme : '

Min ' (8-w) [kQ+(1-KB-wW)

] - Ch=q
SOus
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ou k est une constante comprise entre O et 1, et € désignant les matrices associées
respectivement aux critéres de Bongard et Henderson. Ce programme se résoud de la
méme fagon que précédemment et, 4 titre d’exemple, le tableau 2 présente, pour des
valeurs de k augmentant de 0,1 en 0,1, les moyennes mobiles centrées d’ordre 9
conservant les polyndmes de degré 2. Sur cet exemple, on constate que le pouvoir de
"lissage" représenté par le critére de HENDERSON s’améliore trés rapidement dés que
le degré de "contamination” du critére de BONGARD aiteint 10 4 20%.

La notation Sp signifie que 1a moyenne mobile a été obtenue avec une valeur de k égale
a p/10. La valeur i= O correspond & 'instant ¢ présent.

I1.6. Les moyennes mobiles de Spencer

Une moyenpe mobile comme Pune des deux premigres Mdx4x5 présentées ci-dessus
a de bonnes propriétés en termes d’élimination de saisonnalités mais, en termes de
restitution de tendance, ne restitue que les droites. Au début de ce sigcle, le probléme
du lissage préoccupait beaucoup les actuaires qui cherchaient en particulier a lisser les
courbes de mortalité et ce, de fagon simple, les contraintes matérielles de temps de
caleul étant, 4 cette époque, fondamentales. Ainsi, Spencer a utilisé ce principe de
composition de moyennes mobiles & coefficients simples, ce qui assure une succession
de calculs simples, et a cherché une moyenne mobile qui, appliquée aprés une 4x4x5,
corrigerait les défauts, en termes de lissage, de cette dernigre. Remarquons en outre que
si on utilise une moyenne syméirique qui permetirait & la composée de tout cela de
conserver les paraboles, cette résnltante conserverait naturellement aussi les cubiques.

Tableau 2 :

Moyennes mobiles cenirées de Bongard et Henderson

§ S0 §1 52 | S3 54 S5 56 7 S8 S8 | S10

-4 -0,091; -0,063 -0,055 -0,050 -0,047| -0,045 -0,044; -0,043 -0,042 -0,041| -0,041
-3 0,061 0,015 0,008 0,000 -0,004 -0,005 -¢,008 -0,008 -0,009 -¢,009 -0,010
-2 0,168 0,154 0,142 0,135 0,130 0,127 0,124 0,122 0,121 0,119 0,118
-1 0,234 0,252 0,257| 0,260 0,262 0,264 0,264 0,265 0,266 0,266 0,267

0] 0,255 0,284 0,300 0,310 0,31 0,320 0,323 0,326 0,328 0,33¢ 0,331
1 0,234 0,252 0,257) 0,260 0,262 0,264 0,264 0,265 0,266 0,266 0,267
2 0,169 0,154 0,142 0,135 0,13¢ 0,127: 0,124 0,122 0,121 0,119 0,114
3 0,061/ 0,015 0,005 0,000 -0,004 -0,005 -0,006 -0,008 -0,009 -0,009 -0,010
-0,091} -0,063 -0,055 -0,05Q -0,047 -0,045| -0,044; -0,043 -0,042 -0,041| -0,041
HENDERSON| 0,402 0,126 0,091 0,078 0,073 0,070 0,069 0,068 0,068 0,088 0,067
BONGARD 0,255 0,263 0,269 0,273 0,276 0,27§ 0,279 0,281 0,282 0,283 0,283
IMIXTE 0,255 0,249 0,233 0,214 0,194 0,174 0,153 0,i32 0,110 0,089 0,067
PERICDE 10,13 11,27 11,32 11,26 11,20 11,15 11,10 11,06 11,03 11,00 10,94

b
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On peut montrer (voir [4] pour un calcul analogue) que si on cherche une moyenne
d’ordre 3, symétrique, de coefficients (a,b,a) et qui, appliquée & notre M4x4x35, conduit
a une moyenne mobile générale conservant les cubiques, il faut que a et b vérifient ;

2a+b=1
22a+9h=0

Ce qui conduit & Ia solution unique% [ 9,22, - 9] correspondant 4 la moyenne notée

M4x4x5 (1) du tablean 1.

Les propriétés de lissage de cette moyenne n’ont pas paru suffisantes 8 SPENCER qui
a cherché une moyenne mobile d’ordre 5 conduisant aux mémes propriétés. Si cette
moyenne, symétrique, admet pour coefficiénts (a,b,c,b,a),'on peut montrer {voir {4]
pour un calcul analogue) que a, b et ¢ doivent vérifier le systdme :

: 2a+2b+c=1
34a+22b+9c=0

Ce qui conduit 2 un ensemble moyennes mobiles de coefficients -

;%{26— 11,17 - 8¢, 12¢, 17 ~ 8¢, 2¢ — 11]

parmi lesquelles Spencer a privilégié la moyenne le—[— 9.9,12,9,-9] obtenue pour.

c=1. L.a moyenne de Spencer sur 15 points ainsi obtenue figure dans Ie tablean 1, A
titre de comparaison figure, dans ce méme tableau, sous le nom M4x4x5 (2)', lamoyenne
mobile sur 15 points ayant les mémes propriétés que la moyenne de Spencer, et
minimisant le critére de Bongard : elle est obtenue pour ¢ voisin de -13. De méme, la
moyenne mobile sur 15 points ayant les mémes propriétés que la moyenne de Spencer,
et minimisant le critére de Henderson est obtenue pour ¢ voisin de 0,7, ce qui montre
la proximité des approches de Spencer et Henderson.

IH - Génération de moyennes mobiles non centrées

Dans la pratique, les moyennes. mobiles symétriques sont préférées aux moyennes
mobiles asymétriques parce qu’elles présentent, dans leur application, moins d’effets
pervers, notanmiment en ce qui concerne les effets d’amplitude et de phase. Malheureu-
sement, si on lisse une série avec une moyenne mobile centrée d’ordre 2p+1, on ne
disposera pas d’estimation de la série lissée pour les p premiers et les p derniers instants,
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ce qui est pour le moins génant. Dans la pratique, on serait donc conduit a utiliser des
moyennes non centrées pour effectuer ces estimations. Notons, dés & présent, que les
problemes d’amplitude et de phase évoqués ci-dessus sont dans ce cas moins cruciaux
dans la mesure o il s agit, non de lisser 1a série dans son ensemble, mais d’estimer
quelques points. En fait, & notre connaissance, il n’y a que dans le programme de
désaisonnalisation Census X11 et ses dérivés que des moyennes mobiles non centrées
sont utilisées pour résoudre ce probléme ; et encore faut-il reconnaitre que leur mode
de génération n’a &té que trés récemment retrouvé (voir [2]), méme s’il existe de bonnes
études sur les propriétés de ces moyennes (voir LAROQUE [7] et WALLIS [11]).

H1.1.Deux générations "'naturelles’
de moyennes mobiles non centrées

Une premiére idée trés naturelle est d’utiliser, pour ces estimations, des moyennes
mobiles centrées (et méme symétriques) d’ordre inférieur, Par exemple, si notre série
a été lissée par une moyenne mobile de Henderson sur 9 termes et si T est le dernier
instant de la série, on pourrait estimer la valeur de la série lissée en T-4 par une
Henderson sur 7 termes, la valeur en T-3 par une Henderson sur 5 termes . Malheureu-
sement, cette idée se heurte 2 plusieurs problémes. Tout d’abord, le cas du dernier
instant d’observation n’est pas résolu et nous n’aurons toujours pas d’estimation pour
cette date. Ensuite, si notre exemple permet d’utiliser des moyennes mobiles d’ordre

Tableat 3 :

Moyennes mobiles d’ordre 8 de Henderson conservant les polynémes de degré 2 et 3

I H44 | D53 D62 D71 D8O :T53 | T62 T7.1| T80
-8 0,143 -0,132
-7 0,041 0,118, 0,024 0,069
-6 -0,024| 0,015 -0,121 0,055 0,012 0,278
-5 -0,051] -0,041| -0,071| -0,346| 0,015 -0,026; -0,046| 0,104
-4 -0,041| -0,049! -0,015 -0,114| -0,302] -0,037; -0,129; -0,086| -0,302
-3 -0,010| 0,048; 0,085 -0,025 0,048 -0,048( -0,064] -0,025/ -0,403
-2 0,118 0,492; 0,173| 0,179 0466 0,083 0,173, 0,151} 0,067
-1 0,267 0292 0,260, 0,369 0622 02921 0,389 0,344) 0,672
0 0,331 0288 0,279 0393 0,373 0398 0,893 0,306 0648
1 0,267, 0,185 0211 0,214 0,292| 0,197} 0,231
2 0,118, 0,077 0,092 0,085 0,013
3 -0,0101 0,007 -0,059
4 -0,041
|HENDERSCN | 0,067 0,042| 0,029 0209 0,889 0205 0257 07220 3,684
BONGARD 0,283 0,257 0,235/ 0,389 1,006] 0,347 02399 0,362 1,240
PERIODE 10,975, 11,860 12,881| 9,166| 7,570 9,169 8,605 9,245 5810
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inférieur ayant les mémes propriétés en termes de conservation de tendances, il n’en
serait pas de. méme pour d’autres types de moyennes mobiles ; ainsi, des moyennes
mobiles arithmétiques simples éliminent des saisonnalités différentes selon leur ordre.
Et enfin, il est assez intuitif de comprendre que plus I’ ordre de la moyenne mobile est
grand, plus effet de rabot de la moyenne sera important; changer cet ordre conduit
donc 4 moins lisser la fin de la série que la partle centrale et il n’est pas évident a priori
que ce soit souhaitable.

Une seconde idée découle du fait que la résolution du probléme de minimisation d”une
forme quadratique sous contraintes qui permet de déterminer les coefficients d une
moyenne mobile ne nécessite pas I’hypothése que la moyenne mobile soit centrée,
KENDALL (voir [6]) puis BONGARD (voir [1]) avaient d"ailleurs déja utilisé cette idée
et imaginé de telles moyennes mobiles non-centrées, A titre d’exemple, le tableau 3
présente les coefficients des moyennes mobiles de Henderson non centrées d’ordre 9
qui permettraient d’estimer les 4 derniers points d une série lissée avec une Henderson
centrée sur 9 termes ; on a choisi d’y faire figurer des moyennes conservant les
polyndmes de degré 2 (notés D) ou 3 (notés T). La moyenne mobile centrée de
Henderson conservant les polyndmes de degré 2 étant syméirique, elle conserve aussi
les cubiques, Il est curieux de constater que, sur cet exemple, il vaut mieux atiliser pour
lisser une courbe, du point de vue des criteres de Henderson et Bongard, une moyenne
de type D6_2, donc non centrée, plutdt qu’une moyenne centrée.

La notation p_f signifie que la moyenne mobile est d’ordre p+f+1 avec p termes dans
le passé et f termes dans le futur. La valeur i=0 correspond & I’instant t présent. Les
moyennes D (respectivement T) conservent les polyndmes de degré 2 (respectivement 3).

I11.2. Les moyennes mobiles non centrées de Musgrave |

II1.2.1. La démarche initiale de Musgrave

Musgrave a cherché a résoudre ce probleme d’estimation des données les plus récentes
dans le cadre de la désaisonnalisation et, plus précisément, pour la mise au point du
logiciel X11 qui, entre autres, utilise pour estimer la tendance de la série, des moyennes .
mobiles de Henderson et des moyennes composées de moyennes mobiles arithmétiques -
simples pour ’estimation des saisonnalités. L’idée de base de Musgrave est que les
estimations des derniers points, faites grice 4 la moyenne mobile non centrée, devraient
étre le moins possible révisées lorsque sera disponible Vinformation 2 la date T+1.

Pour cela, il pose les hypothéses suivantes :
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la série peut se modéliser linéairement sous la forme ; X = g + bi + &; obaetb sontdes
constantes, et les £; sont des variables aléatoires pOn corrélées, de moyenne nulle et de
variance °.
On dispose d’une séric de poids wi, w2, ...oev... Wy de somme égale & § (c’est en fait

par exemple notre moyenne mobile centrée de Henderson) et on cherche une série de
poids u1, u2, ......., 4, avec m <N, de somme €gale & 1.

Cette nouvelle moyenne mobile doit en outre minimiser les révisions des estimations,
i=m i=N
¢’est-a-dire, par exemple, minimiser le critére : E Z w Xi — 2 wi Xj

i=1 i=1
Sous ces hypothéses, on montre (voir [2] pour le calcul détaillé) que les poids peuvent

2

N . . b
étre calculés en fonction du rapport D =—;. Malhcureusement, la valeur de D est

c

inconnue mais Musgrave fait remarquer que le choix de I’ordre des moyennes mobiles
de Henderson dans X11 se fait 4 partir de 1a vaieur du rapport M =% ouT désigne la

moyenne des variations absolues au mots le mois dans la partie irréguliére de la série
C et désigne la moyenne des variations absolues au mois le mois dans la tendance de
la série, En supposant la normalité des ¢, on montre alors que :

Tableau 4 :

Moyennes mobiles non centrées d’ordre 9
de Musgrave correspondant 4 une moyennes de Henderson

I H4_4 M4 3 M4_2 M4a_1 M4 0
-4 - 0,041 - 0,031 - 0,023 - 0,049 -0,156
-3 . -0,010 - 0,004 - 0,000 - 0,011 -0,034
-2 . 0,118 0,120 0,120 0,126 0,185
-1 0,267 0,264 0,259 0,282 0,424
0 0,331 0,324 0,315 0,354 0,580
1 0,267 0,255 0,242 0,298 6,000
2 0,118 - 0,108 0,086 0,000 - 0,000
3 - 0,010 -0,030 0,000 0,000 -0,000
4 - 0,041 0,000 0,000 0,000 -0,000
HENDERSON 0,067 0,00 0,060 0,432 2,750
|BONGARD 0,283 0,266 0,248 0,312 0,576
PERIODE 10,975 10,786 11,253 9,664 6,451
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ce qui permet, pour des valeurs particuliéres de M, de déduire les moyennes mobiles
non centrées solutions. A titre d’exemple, le tableau 4 donne ces moyennes mobiles
pour une valeur de M égale 4 1, valeur pour laquelle X11 choisit une moyenne mobile
de HENDERSON centrée sur 9 termes pour la partie "centrale” de la série.

La notation Mp_f signifie que la moyenne mobile est d’ ordre p+f+1 avec p termes dans
le passé et f termes dans le futur, La valeur i=0 correspond a I'instant t présent.

Cette approche est aussi valable, sefon [9] et [10], pour les moyennes mobiles compo-
sées utilisées dans X 11 pour traiter les saisonnalités (moyennes 3x3, 3x5, 3x9 ..} ; il
. . . T s
suffit dans cette démonstration, de remplacer le rapport T bar le rapport dit "ratio de
saisonnalité mobile” , g ot T désigne toujours la moyenne des variations absolues au

mois le mois dans la partie irréguligre de la série § et désigne la moyenne des variations
absolues au mois le mois dans la saisonnalité de la série.

I11.2.2. Généralisation de cette approche

Nous allons montrer & présent que cette démarche peut se généraliser et se mettre sous
la forme envisagée dans cette note, Pour cela, on peut envisager une modélisation
polyndmiale de degré d de la série brute :

X1=aoi+a1i+azi2+ .......... + a4 Id+€i pourie {—p,—p+1, ....... ,f—l,f}

Ce qui peut s’écrire matriciellement :

X=AB+Z
aved
2
o
I =p (-p) (-p)
A =
(pHf+d+ 1)
2
1 f f 7
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Soient en outre w e vecteur des coefficients de la moyenne mobile d’ordre p+f+1 ayant
servi a lisser Ia partie centrale de la série et u le vecteur des coefficients de la moyenne
mobile non centrée recherchée. Comme le montre le tableau précédent, on peut toujours
supposer que cette moyenne mobile est d’ordre p+f+1 si on ajoute une condition de
nullité des derniers coefficients. Le critére de Musgrave s”écrit alors :

2
i=f i=f
E Zuf X,-—Z w; Xi =E|:I(u-w)XIX(u—w)i|
i=—p i=—p '

E[I(uv—w) Q(u—w)]

avec
Q:(x’x)=E ((AB+Z) AB+I)=AR'B'A +0*1
puisque E (£)=0 e Var (E)=GZI

La matrice £ est une matrice définie positive d’ordre p+f+1, comme il est immédiat
de le vérifier,

11 suffit donc & présent d’inclure dans la matrice des contraintes C la nuilité de certains
coefficients #; ainsi que le fait que la somme des coefficients est égale & 1. La matrice
C, de plein rang, s’ écrit aiors :

c=lo o 0
0 0 01 0
0 0 0 0 1
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I11.2.3. Quelques remargues’

On peut alors imaginer la démarche suivante : une fois fixé le degré du polyndme auquel
est supposée-s’adapter la série brute, on estime par les moindres carrés ordinaires les

coefficients du polynéme, soit la matrice B et la variance des perturbations, soit la

quantité o°. Lamatrice Q est alors déterminée et on peut calculer antomatiquement les
coefficients 1; de la moyenne mobile non symétrique.

Reprenons le cas traité par Musgrave, oll w est une moyenne mobile de Henderson. I1
est facile de constater que si on impose & u de conserver, non plus les constantes, mais
les droites, alors u ne dépend plus de 1a série initiale. En effet, on a alors, i cause des
contraintes sur les coefficients de u et w imposées par leurs propriétés de conservation
de tendances :

. . . . 2 2
i=-f i=+Hf i=+f
2 Ui Xj—ZWj Xi| = Z(Mj-—Wj)(a-i-ib'%-Ei)
i=—p i=-p i=—p
i=4f I=+f f=+f f=+f =+
=la Euf -a Z w; +b 2 fui —b Z iwi E € (Mi— Wi
i=—n I=-—p i=-—p i=—p i=—p
r. . 2
i=+f
= Z € (Ui —wi)
i=-p

=f(u—w)_ZtE (u— w}
f I 2 f
puisque 2 uj = Z wi = 1 etz i =z w; =0
-7 -p - -p -

Ex, si on prend ["espérance de cette quantité, on trouve: 62 ¢ (u-w) (u-w), La minimisa-

tion de ce critére ne dépend alors plus de %! Par ailleurs, on retrouve ici une formulation
du probléme voisine de I’approche de Kendall et Stuart : on s’intéresse & un probléme
de régression locale (ici on ajuste & une droite) en imposant en oulre 4 la moyenne
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mobile d’une part d’avoir certains coefficients nuls et, d’autre part, d’étre "proche” de
la moyenne mobile w initiale. '

11 est difficile de comprendre pourquoi, si ce n’est pour des raisons de ¢alcul, Musgrave
s’est cantonné a des hypothéses si "restrictives” qui I’ameénent  construire des moyen-
nes mobiles dépendant de fagon un peu curieuse de la série ; le critére M explicité plus
haut est en effet calculé sur I’ ensemble de la série et, si de ce fait il peut étre utilisé pour
choisir I’ ordre de la moyenne mobile lissant la partie centrale de la série, il est par nature
beauncoup moins robuste pour les données les plus récentes.

Dans le cas particulier donc oit 1a moyenne "centrale” w est une moyenne mobile de
Henderson, il nous parait donc plus efficace de chercher une moyenne mobile non
centrée dont certains coefficients sont eventuellement nuls, conservant les polyndmes
de degré 2 (comme la moyenne w, ce qui équivaut  supposer que la série est localement
assimilable & ce type de fonction) et "proche” de w au sens ol elle minimise le critére
t(.u-w) (u-w).

II1.3. En résumé

A partir d’une moyenne mobile MM donnée, d’ordre p+f+1, le probléme des extrémi-
tés de série se raméne donc A celui de la génération de moyennes mobiles non centrées
permettant d’estimer les points manquants. Deux cas se présentent en pratigue :

On ne connait rien sur la moyenne mobile MM, c¢’est-a-dire rien d’autre que ses
coefficients et en tout cas pas ses propriétés en termes de conservation de tendance, de
lissage, d’€limination de saisonnalités, de réduction de variance. Dans ce cas, il parait
assez naturel de chercher des moyennes Uy, (k=1..... f si on ¢’ intéresse aux instants les
plus récents), les plus proches possibles de MM au sens o elles minimisent le critére
Yu-w) (u-w), w désignant ici le vecteur des coefficients de MM, et ayant k coefficients
nuis, Evidemment, il est toujours possible d’imposer 4 ces moyennes mobiles d’autres
propriétés, par exemple celles de la moyenne "initiale” MM que 1’on pourrait retrouver
A partir de ses coefficients (vérifier que la somme des coefficients est égale 2 1....).

Le second cas est plus simple dans la mesure oll on suppose que 1'on connait, sinon le
type de la moyenne mobile, au moins le pourquoi de son utilisation. On peut alors en
connaissance de cause choisir les contraintes et éventuellement le critére.

Le tablean 5 montre le résultat, 4 partir d’une moyenne mobile de Henderson centrée
sur 9 termes, de ces possibilités, en se resireignant aux moyennes mobiles permeitant

-d’estimer le premier point manquant :

H4_4 désigne cette moyenne mobile conservant les polyndmes de degré 2.
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Tableau 5 : Moyennies mobiles non centrées d’ordre 9
associées a une moyenne de Henderson.

I H4 4 M1 43 | M243 | M343 | D53 H4_3
-5 - B - 0,051 '
-4 - 0,041 -0,046/  -00317  -0,056 -0049  -0,063
-3 -0,010|.  -0,015|  -0,004]  -0,008 0,048) - -0,021
-2 <o o118 0,113 0,120 0,131 0,192 0,147
-1 0,267 0,261 0,264 0,282 0,292 0,315
0 0,331 0,326 0,324 0,342) 0289 . 0,350
1 0,267 0,261 0,255 0,266 0,195 0,231
2 0,118 0,113 0,102 0,099 0,077 0,063
3 -0,0100  -0,015  -0030,  -0,056 0,007|  -0,02i
4 - 0,041 0,000 0,000 0,000 0,000
HENDERSON 0,067 0,090 0,101 0,173 0,042 0,112
BONGARD 0,283 0,271 0,266 0,300 0257 0,305
PERIODE 10,975 10,853 10,785 10,185 11,860 10,154

M1 _4_3 désigne la moyenne "la plus proche™ de H4_4 au sens du critére précédent,
n’utilisant que 3 points dans le "futur”, et conservant les constantes.

M2 _4 3 estcalculée de ta méme fagon en rajoutant la contrainte de conservation des droites.

M3_4_3 est calculée de la méme facon en rajoutant la contrainte de conservation des
polyndmes de degré 2. : '

D5_3 est la moyenne mobile de Henderson non centrée sur 9 termes, conservant les
polyndmes de degré 2,

Enfin H4._3 est la moyenne mobile de Henderson non centrée avec un coefficient nul.

IV- Un exemple simple d’application

L’indice des prix de détail calculé mensuellement par I'Insee a récemment changé de
méthodologie, Ainsi, les phénomeénes de soldes, peu ou pas pris en compte par le passé,
sont inclus aujourd’hui dans cet indice; les évolutions des prix des produits frais sont
désormais prises en compte chague mois, alors qu’elles étaient lissées auparavant. Ces
phénomenes introduisent d’une part une saisonnalité dans Iindice des prix et, d’autre
part, une discontinuité dans la série.

Une rétropolation- a été possible jusqu’au début de 1990 mais on ne dispose & I’heure
actuelle que de 3 ans et demi d”observations. Or, Ia plupart des logiciels de désaison-
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nalisation {dont X11 et X11-ARIMA) nécessitent au moins 5 années pleines d’ obser-
vations, Il faut denc effectuer une désaisonnalisation "2 la main”.

Ceci implique donc d’estimer une tendance "lisse”, ce qui permet ensuite d’estimer des
coefficients saisonniers selon une méthode assez naturelle :

On part d’un schéma additif :X¢= Tt + St + £. On estime Ty & I'aide d’une moyenne
mobile appropriée, Par différence, on obtient une premiére estimation des coefficients
saisonniers. Comme pour chaque mois on obtient ainsi plusieurs estimation d’un méme
coefficient saisonnier, ces valeurs sont synthétisées en une seule, la médiane par
exemple, ce qui fournit une seconde estimation des coefficients saisonniers. Enfin; cette
estimation est corrigée afin que les coefficients soient de moyenne nulle sur une année,

Les trois graphiques suivants montrent I"importance du choix du critére pour le calcul
de 12 moyenne mobile et donc I"estimation de la tendance.

Le premier graphique présente le résultat du lissage par une moyenne mobile sur 13
termes, conservant les polyndmes de degré inféricur ou égal A 2 et minimisant le critere
de Bongard, résultat noté DPRIX_B.

INDICE DES PRIX DE DETAIL _
Lissage par moyenne mobile de type Bongard {base 1950}
0.7 -

0,5
03
o1

-0,1

03

Clpr by p by b e v b e b b bty

0,5 T T T T UOO% AV O
9001 9004 9007 9010 9101 9104 9107 9110 89201 9204 9207 9210 9301 9304

La méthode décrite ci-dessus permet de ne pas perdre d’information aux extrémités de
la série. Le lissage est correct 4 ces extrémités mais semble un peu "chahuté” au milieu.

Le second graphigue présente le résultat du lissage par une moyenne mobile sur 13
termes, conservant les polyndmes de degré inférieur ou égal 2 2 et minimisant le critére
de Henderson, résultat noté DPRIX_H. Le lissage est correct au milieu mais un peu
"brusque" aux extrémités.
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iNDICE DES PRIX DE DETAIL
Lissage par moyenne mobile de type Henderson : (base 1990}

07
0,5
03

0,1 I

-0,1

-0,3
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9001 5004 8007 9010 9101 9104 9107 110 9201 9204 9207 9210 9301 9304

3

Le graphique 3 présente enfin le résultat du lissage par une moyenne mobile sur 13
termes, conservant les polyndmes de degré inférieur ou égal 2 2 et minimisant un- critére
mixte (mélange de Henderson et de Bongard) dans des proportions 0,5 ; 0,5 résultat
not¢ DPRIX_M. Le lissage parait plus régulier et c’est celui qui a été retenu pour la
désaisonnalisation.

INDICE DES PRIX DE DETAIL _ _
Lissage par moyenne mobile de type mixte (0.5) (base 1990)

0,7 -
0,5

0.3

0,1F

01+

0,3
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ANNEXE I

Contraintes sur les coefficients induites par des propriétés
d’annulation de saisonnalités variant avec le temps

On cherche ici quelles conditions doivent vérifier les coefficients d’une moyenne
mobile MM d’ordre p+f+1 pour que celle ci élimine les fonctions périodiques de
période b variant linéairement avec le terps. Si (ut) est une série périodique de période
b, on supposera en outre qu’elle est de moyenne nulle sur toute période de b instants
consécutifs. Le probleme peut dans un premier temps s’écrire :

soit une série (X¢) telle que :

Xt =ty
{ury fonction périodique de période b : ¥t urp = 1t

k=h
Z Ui+ = 0 Vit
k=1

on cherche une moyenne mobile M, de coefficients {¢ 1} telle que :

k=+f
MX; = 3, &Xisk=0
k=—p

La difficuité dans le calcul provient du fait que p+f+1 n’est pas forcément un multiple
de la période b. On notera :

pH+1=nb+ 7T, olinet T sont les quotient et reste de la division euclidienne de p+f+1 par b,

Ona:
k=f k=f—nb k=af
MX; =Y O (t+k)ywak =D, Ok (E+kyurrr+ Y, Ok (1K) ek
k=—p k=-p k=f-nb+1
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k’:f k'_'f
MY =Y O —nb(t+k —nbyursr = 3, O (t+k)mxk
k=np—p : k=f=nb+1

Ceci en posant k™ = k + nb et en utilisant la périodicité de ut : gk = unk

La premiére somme correspond aux coefficients €; qui "débordent” dans le passé un
multiple n de la période b (si A = 0, cette premiére somme ne figure pas dans I’expres-
sion de MXy), La deuxiéme somme correspond aux coefficients 8; situés dans ¥ inter-
valle de longueur nb, & partir de 8, en allant vers le passé :

k=f j=n k=f(j-Db
2 7 (I+k) Uk = 2 2 0, (t+k) U+ k
k=f-nb+1 j-1 k=f-jb+1

Si on pose: k” =k + (j-1)b, on obtient :

j=n  k=f |
S X G-t (K (- Db) Uk
j=1 K=f-b+t
puis, avec j'=j-1 et k’=k :
k=f  j=a-1 k=g
YO tthmek =Y, Y, Okp (1+k—jb) urrk
k=f-nb+1 j=0 k=f-b+1
k=f j=n

=Y Y Ok (1Hk-jb) ek
k=f-b+1 j=0

et comme :

k=f-1

U(i+f) = = 9 Uitk
k=f~b+1

on en déduit :
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k=f k=f j=n—1
Y Ok (ttkyuek =Y, Y Okjp (EHk~jb) ursi

k=f-nb+1 kf-b+1 j=0
k=fel j=n-1 k=f-1 j=n-1
=3 X O (ttk—jHurk = Y, Y O—jp (1 +f—jB) ursk
k=f-b+1 j=0 H-bt1 =0
k=f j;=n—l

= Z Z Ok—jp (t+k—b)8r—jp (t+f—jb)} wr+k (a)
k=f—b+t |j=0

De méme, pour la premiére somme ;

k=f k=f-1
Z Bk—nb (t+k—nb)ursy = 2 Ok—nb (1+k-nbyus+y
k=—p+nb k—p+nb

k=f-1

- 2 O —np (t+f—nb) ur+
k=f-b+1

k=f-1
= Z Ok—np (t+k—nbyursi
k=f+1-v (b

k=f-1
= Y G-mp (t+k—nb)ursk
E=f-b+1 '

Siy= 1, la premiére partie de la somme ne figure pas, Ii faut ensuite additionner (a) et
{b}, ce qui revient dans (a) & faire varier I’indice j entre 0 et n, en faisant attention de
ne pas dépasser I'ordre de la moyenne mobile (ce qui revient 4 annuler les termes
associés aux coefficients Bk-nb tels que k-nb < -p).

En conclusion :

1. Si A =0, on a simplement :
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k=f-1 1j=n-1
MX; = 2 . Z ek*jb (I+k_jb) ef—jb (t+f_jb) Ui+ k
kf—-b+1 (j=0

et on obtient donc, pour chaque valeur de k, k =f- b +1,

..... - 1, deux équations de
contraintes : :

Jj=n-1

Y (ek_ b= 8- jb) = 0 (coefficient de 1) (1)

-
<

j=n-1

> A(k—jb)y Ok—jp — (f—jb) B-p] = 0 (constante)  (2)
j=0

2. 81, v# 1 on a, pour chaque valeur de k, k=f-b+1, ..., f-1:

j=n j=n
2 B —jb (k- jb)y — Z 8r-p=0 (coefficient de 1) 0
j=0 j=0

J=n j=n
D Bk-jp(k—jby @ (k—jb) = D 8_jp(f—jb)=0 (constante) (2)
i=0 j=0

»

ou

() { Osix<—p

1 six<—p

La généralisation a des polynémes de degré d se fait alors sans probleme; on aboutit ,
dans le cas simple y=0, pour i=1,2, ......d & b-1 équations : o
j=n-1 o
oo f i
2 Lk =jb) Oumjo (f~jby O—jp] = 0
i=0
On peut remarquer que les équations (1) assurent I’annulation des fonctions périodiques

de période b. 1’annulation du mondme d’ordre i dans le polyndme est assuré par
I’éguation "d’ordre i".
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ANNEXE 2

Régressions mobiles et minimisation sous contraintes du
pouvoir de réduction

Il s’agit, dans cette annexe, de montrer que I’approche de Kendall et Stuart consistant
& construire des moyennes mobiles i partir de régressions polynémiales locales est un
cas particulier de I’approche de Bongard consistant  construire des moyennes mobiles
par minimisation sous contraintes du pouvoir de réduction.

1 - Optigque régressions polynomiales mobiles
1.’1dée de base repose sur la définition suivante ; Une série ( X¢ ) est assimilable 4 un
polyndme de degré d, sur tout intervalle de temps de longueur p+{+1,s1 , ajustant sur

chacun de ces intervalles ( t-p, t-p+1, ...t ... t+{ ) un polynéme de degré d 4 la série
par ta méthode des moindres carrés, [a valeur ajustée est égale a la valeur vraie 4

Pinstant t : ﬁt-“ Xt
1e polyndme de degré d s'écrit:
. -2 o .
aptari+azi™+ .. +agi” pourie {-—p,—p+1,...,f—-1,f}

Les coefficients sont estimés par la méthode des moindres carrés ordinaires, ¢’ est-a-dire
en mintmisant la quantité :

i=+f

.. P . . A N .
La condition e + = X se réduit alors a .2} = agp et, comme les estimateurs des moindres
o, .. .. - ., A L.
carrés sont des combinaisons linéaires des abservations, q s"écrit sous la forme:

i=+f
30=2 0i X4
L i=-p
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ol les réels o; sont indépendants de t, Cette quantité peut étre considérée comme la
valeur au point t de la série transformée par la moyenne mobile d’ordre pHi+l et de

coefficients ©;. Posons, pour u entier positif ou nul :

f=f

'_An-_—z P
i

==p

- A . - . N - .
Les estimateurs ;. des coefficients s’obtiennent en résolvant le systéme des équations normales :

i=f

oA+ a1 AL +8aAd = 3 Xrei
f=-p
=t f

aAI+a1 A +agAds1 = Y iKrei
_ =
i=+f

apA2+a143...+agAd+r = Y, i Xp
f=—p
............ s

0 Aq+a1 A+t ..+ 8q A = Y i Ky
i=—p

Soit, en désignant par Z, la matrice colonne des seconds membres des équations, par
2 1a matrice symétrique des A , par A la matrice colonne des coefficients 2 estimer
et par Y la matrice (1,0,0, ,..,,0),ona:
- ~l= At ylo
QA=Es0itA=Q 'Z etdonc gp="vQ =

En posant enfin’ ui=[1 i P2 id], on obtient :

ei_:!vg_—l ul
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2 - Optique minimisation sous contraintes
du pouvoir de réduction

Le probléme 4 résoudre ici est :
s

f=4f
Min 2 9;
8 j=—p
i=+f i=+f
sous 3 @i=let ke|L2...d] )y £8=0
i=—p i=—p

Soit A le vecteur colonne des d+1 parametres Ap, A ..., Ad, Le lagrangien du probléme s’écrit :

i=+f i=+f k=d i=+f
LG,A)= 3 68 +ho| X 011+ 3 Ax| X6
i=—p i=+p k=1 i=—p
donc
5L -
T=2=26+ 40+ 3, hki¥=0
80 k=1

En muitipliant chacune de ces p+f+1 équations par ik, avec k=0.1, ....d, et en faisant la
somme sur i, on obtient alors le systéme matriciel suivant :

QA=

or

k=d

1 e

9;——5 2 lk !
k=0

et donc, avec les notations du paragraphe précédent : 6; =" u; o v, Ce qui, compte
tenu de la symétrie de £, prouve I’équivalence des deux approches.
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