DETECTION DE LA MULTICOLINEARITE DANS
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Introduction

Dans un modéle linéaire ordinaire & N observations et K variables explicatives, une
situation de multicolinéarité "approchée” apparait lorsque certains vecteurs colonnes
de X, la matrice (NXK) des variables exogénes, forment un systéme de vecteurs
"presque” liés, et gu’alors lu matrice carrée X X a un certain nombre de valeurs propres
trés petites, qui pésent numériquement sur son inversion. On dit dans ce cas qite la
matrice X est mal conditionnée. Cette multicolinéarité peut engendrer de graves
instabilités sur certaines estimations des paramétres du premier ordre obtenues par les
moindres carrés ordinaires (MCO). Ces instabilités résultent d’une part de difficultés
purement numériques lides a I'inversion d’une matrice presque singuliére (on peut se
heurter aux limites de I’algorithme de calcul). D’autre part, la matrice de variances-
covariances de I'estimateur des MCO étant proportionnelle & l'inverse de la matrice
X'X, une partie de ses éléments peuvent étre trés grands et certains estimateurs se
caractériser ainsi par une forte variabilité. Ces manifestations reflétent la difficulté que
I’économétre rencontre & séparer les effets respectifs des différentes variables explica-
tives en présence de multicolinéarité. Via son influence sur la matrice de variances-co-
variances de I’ estimateur des MCO, la multicolinéarité s’ apparente donc & un probléme
numérique doublé d’un probléme statistique. Dans un modéle linéaire ordinaire affecté
de multicolinéarité, Iestimateur des MCO demeure sans biais linéaire optimal ; mais
il a Uinconvénient d’8tre peu robuste au voisinage de la multicolinéarité stricte.

Dés lors qu’on ne peut ignorer les conséquences ficheuses de la multicolinéarité, il
convient de disposer d'indicateurs de sa détection fiables et précis, et de maitriser leur
interprétation. On se propose ici de clarifier Iutilisation d’indicateurs de ce type
proposés par DLA. Belsley, E. Kuh et R.E. Welsch (BKW), dans un ouvrage de référence
* A I"époque de [a rédaction de cet article, Héléne Erkel-Rousse travaillait au CREST, INSEE.
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publi¢ en 1980 : les indices de conditionnement et le tableau de décomposition des
variances. Aprés les avoir définis et en avoir donné une interprétation géométrigue
(chapitre 1), on montrera que ces indicateurs sont souvent incorrectement interprétés,
et on précisera une régle de lecture générale permettant une détection satisfaisante de
la multicolinéariié (chapitre 2). On précisera alors comment se manifeste une multico-
linéarité croissante entre une partie des vecteurs colonnes des variables explicatives :
détérioration progressive de la précision des estimateurs des moindres carrés relatifs
aux coefficients de ces vecteurs, absence de "contamination” des estimations des autres
coefficients. On soulignera une difficulté d’interprétation des indicateurs de BKW liée
& leur non invariance par changement d’origine. On proposera & cette occasion un
point de vue sur les débats relatifs & 'opportunité de raisonner sur les variables
explicatives véritables centrées (chapitre 3}.

I- Les indicateurs de détection de la multicolinéarité de
BKW : définition et interprétation géométrique

BKW ne sont pas les premiers auteurs & avoir mené une réflexion sur la détection de la
multicolinéarité (Cf. par exemple Farrar et Glauber [1967], Gunst et Mason [1977],
Mason, Gunst et Webster [1975], Silvey [1969]). Cependant, Jeurs travaux ont perrmis
un progrés important dans ce domaine. En effet, les indicateurs qu’ils ont proposés en
adaptant les résultats théoriques de S.D. Silvey (1969) au cadre de {’économétrie
empirique permettent d’établir une régle de détection de la multicolinéarité avec
identification de ses sources et évaluation de la gravité de ses conséquences pour
I'estimation. En outre, les indicateurs de BKW ne s’apparentent pas A des tests de
multicolinéarité, qui sont souvent critiqués dans la mesure ol ia multicolinéarité ne peut
&tre appréhendée comme un probléme d’inférence statistique si elle reléve des données
observées et non des variables aléatoires 4 la base de leur constitution (Cf. par exemple
Maddala [1977] ou Erkel-Rousse [1994 et 1994/95]). Si certains auteurs leur ont depuis
1980 opposé des concutrents, commie les "VIE" {variance inflation factors) (Cf. Stewart
[1987}), les indicateurs de BKW demeurent cependant parmi les plus riches, les plus
célebres et les plus accessibles & ’économétre praticien. Ils sont programmés dans la
procédure REG (option COLLIN) du logiciel SAS, de méme que les "VIF" et leur
inverse, les "TOL" (tolérances).

I-1 Le cadre de référence

On se place dans le modéle linéaire ordinaire & K variables explicatives et N observa-
tions ;
y=X b+u (1)
N1 MK KD (N]1)
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o1 y est le vecteur de la variable dépendante, X Ia matrice des variables explicatives, b
le vecteur des paramétres du premier ordre, et u le vecteur des perturbations, de matrice

de variances-covariances : V(u)} = ¢°I,.

On suppose que la matrice X est formée de vecteurs colonnes X, X,,..., Xj,-, Xg nOD
nuls et non linéairement dépendants, de sorte que le parametre multidimensionnel b est
identifiable et peut &tre estimé par les moindres carrés ordinaires (MCO). On note
= (X'X)'X'y I'estimateur des MCO de b et £(X) le sons-espace vectoricl engendré
par les colonnes de X. On définit en outre la matrice X* des vecteurs colonnes de X
normés a 1, et on note X}, X3...., Xj...., Xk les vecteurs colonnes de cette matrice. Bien
entendu, les sous-espaces vectoriels £(X*) et £(X) sont identiques. Les matrices X X et
X¥X* sont symétriques définies positives, donc diagonalisables, avec des valeurs
propres toutes strictement positives. Une situation de multicolinéarité approchée se
traduit par 1'existence de valeurs propres proches de zéro dans les deux matrices
diagonalisées.

Les indicateurs de BKW reposent sur des éléments de la diagonalisation de la matrice
X*X* et non de celle de la matrice X’X. Ce point n’a pas toujours été pergu du fait
qu’en amont de leurs calculs, BKW (1980) se bornent & indiguer que la matrice X est
supposée avoir été normalisée, sans adopter une notation spécifique pour la matrice X"
Il en résulte que les présentations des indicateurs de BKW omettent souvent de
mentionner cette normalisation (Cf. Judge et alii [1980]), ou bien y font référence tout
en appliguant les calculs de BKW 2 des matrices X non normalisées, ce qui est source
de confusion. La normalisation de BKW revient 2 travailler sur le modele (1) repara-
métré de manigre & y faire apparaitre la matrice X7, i.e. sur le modele (2) :

y=XD"+u (2)
oi1 b* est le vecteur (K,1) des parametres by liés aux b, par la relation :
b;=bk|}Xk| i, HXR| I étant la norme de X,

Les indicateurs de BKW sont constitués des indices de conditionnement et du tableau
de décomposition des variances des estimateurs.

I-2 Les indices de conditionnement

L.a diagonalisation de la matrice X~ s’écrit :

X*’X* = Q*A*Q*'

Détection de la multicolinéarisé : 83



Q*
KK)
A*=diag (A} ;. g de ses valeurs propres, supposées (sans perte de généralité car

ol ( est la matrice orthonormée des vecteurs propres de X' X", associée 4 la matrice

cela revient & réordonner les vecteurs X, ) classées par ordre décroissant :
E S *
AMzAM 2. 2A20

Les indices de conditionnement notés Q‘q}‘) j=1,2... Sont définis comme les racines
cartées des rapports entre Ia plus grande Valéur propre de la matrice X*' X" (resp. la plus
grande valeur singuliére de la matrice X7) et chacune de ses autres valeurs propres (resp.

chacune de ses autres valeurs singuliéres), c’est-a-dire :

llk
W= \/fj Ve {1,2...K}

Dob: 1=mj<.. < <. <m Vie {2,.,K}

Tl est appelé Pindice de conditionnement maximal. Lorsque les vecteurs colonnes
de X sont orthogonaux, Tj est égal 4 1. Lorsque plusieurs vecteurs colonnes de X sont

liés par une relation linéaire exacte, c’est également le cas pour certains vecteurs
colonnes de X". 1)}, est alors égal 2 + o=, puisque Ay est nulle et A] strictement positive.

Des situations intermédiaires enire I’orthogonalité et la liaison linéaire exacte se
traduisent par des indices de conditionnement vérifiant : 1 < nj” <+e Vje{l,2..,K}

Des sauts importants entre indices de conditionnement successifs reflétent de fortes
différences d’ordre de grandeur entre les valeurs propres de la matrice X*X" et
traduisent done le risque d’une situation de multicolinéarité plus on moins sérieuse. Sur
la base d’études de simulation effectuées sur des données de types différents, BKW
[1980] et Belsley [1991] estiment que des liaisons faibles entre les vecteurs colonnes
de X* sont assocides Ades indices de Fordre de 5 2 10, alors que des liaisons relativement
fortes sont associées & des indices de I’ordre de 30 ou plus. Des indices supérieurs ala
centaine correspondent notamment & des situations nettement pathologiques, mais on
considére qu’il y a risque sérieux d’un probléme de multicolingarité dés que certains
indices atteignent des ordres de grandeur proches de la trentaine. Des indices légére-
ment inférieurs & 30 (a partir de 20 a 25 environ) sont ambigus {Cf. Belsley [1991],
Rousse [1990], et voir annexe). Ces seuils ne sont qu’indicatifs. Par exemple, un indice
de conditionnement de I’ ordre de la trentaine devient peu significatif lorsqu’il ctoie
un autre indice de conditionnement de I’ordre de 3000 (Cf. Belsley [1991]).
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1-3 Le tableau de décomposition des variances

Si les indices de conditionnement mesurent un degré de multicolindarité entre les
variables explicatives normées i 1, le tableau de décomposition des variances permet
de détecter I’existence et I’ origine de probiemes induits par cette situation de multico-
linéarité, et de voir sur quels coefficients ces problémes peuvent porter. La décompo-
sition des variances compléte donc utilement le diagnostic en identifiant les directions
et les estimateurs susceptibles d’étre entachés de multicolinéarité, quand il en existe.
Elle s’ obtient en raisonnant non pas sur les variables initiales, mais sur les composantes
principales engendrant le sous-espace vectoriel £3) = £(X"), qui ont I avantage d’é&tre non
corrélées.

Q” (définie supra) est la matrice des vecteurs axiaux factoriels ou des facteurs dans
I’analyse en composantes principales non centrée de X" avec comme métrique I'identité

(Cf. Saporta [1990]).
Soit Z* la matrice N x K des composantes principales. On a :

X'X'Q'=Q'A% et Z'=X"Q* = Z"Z'=A"
Le modele (2) s’écrit alors :

y=Z B +u=X"QB"+u (3)

etdonc : b* = Q"B

dot:br=qQfr,

br et B* étant respectivement les estimateurs des MCO de b* et de B* dans les modeles
(2) et (3). D’oit I'on déduit 1a relation entre les composantes de B eth (puisque

o8 %]

£oQ B
B: kg Fj
S|

Q; étant la kime composante du j#¢ facteur (i.e. le terme (k,j) de Q). Comme :

V") = (Z+Z7) 1 = o2 diag (ﬂ G
i =12,

les estimateurs des BJ* sont non corrélés deux a deux, et on peut décomposer la variance

de tout Bk en fonction de celles des ﬁj* :
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K
Q)
2 Z Ax
]

j=1

Vke (L2..K), Vby=—2
%]

V{Q;JB;}
SR ]
%] |2 pvb) Vb

On pose : ¥V (k,j) € {1, 2,..., K}2, = |

T, > quireprésente la part de variabilité de Sk "portée” par laj*™ composante principale
de X", est appelée j®™ proportion de décomposition de la variance de Sk. Le tableaude
décomposition des variances de BKW est constitué des éléments (n;k) Gk e [, 2 K

On note IT" 1a matrice de ces éléments.

Remarque : Supposons que ?LJ?" soit proche de zéro. Alors V(Bj*) est €élevée et peut peser
fortement sur V(Sk) sila valeur de (Q} J)Z est assez grande. Supposons gue ce soit le cas
pour deux estimateurs Sk et Bt, k = ¢. Ceci se traduit par des valeurs élevées de
T et T, Bk et Bl sont affectés d’une forte part de variabilité générée par une direction
commune, celle de la j*™ composante principale de X", ce qui laisse supposer un fort
degré de multicolinéarité entre les vecteurs X, et X,. Cette remarque guide la régle

d’interprétation la plus célebre des indicateurs de BKW, qui va étre énoncée et
relativisée dans le chapitre suivant.

II- La détection de la multicolinéarité & 1’aide des indica-
tears de BKW '

I1-1 La regle d’interprétation initiale de BKW

Dans le chapitre I1I-2 de leur ouvrage de référence (Cf. BKW [1980] pp. 108-109 et
112), BKW énoncent la régle d’interprétation suivante de leurs indicateurs, notée RI
(pour régle initiale) :

Régle RI1 :

1) Supposons qu’au moins un indice de conditionnement nji“ s € {1,2,..,K} soit élevé

(supérieur & 30 environ).
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2) 8i, sur une ligne j correspondant-a n]?‘ élevé, au moins deux indices k et £, k # ¢, sont
tels que nj‘jk et n; , soient élevés (en pratique supérieurs 4 0,5 environ), alors Bk et Bt, les

estimateurs des MCO des coefficients des vecteurs X, et X, peuvent &tre entachés d’un
probléme de multicolinéarité reflétant une forte liaison entre X, et X,.

La configuration décrite dans la régle RI correspond effectivement 3 une situation de
muiticolinéarité. Des calculs effectués sur des modéles & deux variables explicatives
{constante incluse, quand il v en a une) la justifient pleinement dans ce cadre particulier
(Cf. Rousse [199G] ou Erkel-Rousse [1994]).

Cependant, on se propose de montrer que la régle RI appliquée au cadre de modéles
# plus de deux variables explicatives omet un grand nombre de situations pourtant
associées a des problemes de multicolinéarité aigus.

La premiére partie de la régle RI n’est pas remise en cause. Rappelons seulement que
la prudence est de mise pour des indices compris entre 20 et 30, qui sont ambigus (Cf.
annexe et aussi BKW [1980] et Belsley [1991]). C’est la seconde partie de la régle RI
qui manque de généralité :

- la configuration qui y est décrite ne rend compte de maniére exhaustive que des
situations de multicolindarité d’ordre 1, ¢’est-a-dire des cas ol seul I'indice de
conditionnement maximal est élevé. C'est pourquoi elle ne pose pas de probléne
lorsqu’elle est appliquée 2 des modsles 4 deux variables explicatives seulement ;

- enrevanche, dans un modgle a plus de deux variables explicatives, lorsque p indices
de conditionnement exactement (nj*) izkps PE {1, 2,..., K-1} sont élevés (multi-
colinéarité d’ordre p), 1a régle RI peut ne désigner qu’une partic des vecteurs
colonnes de X impliqués dans la multicolinéarité. Supposons qu’au moins deux

éléments différents (T4 & K card(K,} > 2 d’une méme ligne j = K-p+1 du

tableau IT" soient élevés, II est en général inexact de considérer que seuls les
vecteurs (X, ) k € K, sont fortement liés, et que par conséquent seuls les estimateurs

des coefficients b, k € K, peuvent étre estimés de manidre pen robuste.

I1-2 Définition d’une reégle de lecture rendant compte des
situations de multicolinéarité d’ordre supérieur a 1

Percevant les insuffisances de la régle RT, BKW (1980) en ont proposé des amende-
ments dans le sens d’un examen de sommes partielles sur les lignes d’éléments du
tableau de proportions des variances, dans deux cas présentés comme "particuliers” :
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- les situations dites "4 dépendances concurrentes” (competing dependencies), ol
deux indices de conditionnement au moins (M) ; .  ont des valeurs 2 la fois clevées

et trés proches. BKW exhibent alors des exemples illustrant le risque que les
proportions des variances des estimateurs (nj‘:k) jep Y ke {1,2,.., K} soient mal

réparties entre les axes je 1;

- lessituations dites "2 dépendances dominantes" (dominating dependencies), o deux
indices de conditionnement au moins (1]]?‘) je10Ont des valeurs élevées, mais d’ordres

de grandeur trés différents. I{ peut étre alors délicat de discerner les problémes de
multicolinéarité non dominants.

BKW [1980] avaient donc tous les éléments pour énoncer une régle générale englobant
a priori les configurations décrites dans la régle RI ainsi que celles qu’ils présentent
comme des cas particuliers. Malheureusement, ils ont adopté une présentation éclatée
de leurs résultats, & notre avis lourde de conséquences pour la transmission de leurs
travaux. La rzgle RI est d’abord introduite comme une régle générale, sans aucune
référence aux cas nécessitant qu’y soient apportés des amendements (Cf. BKW pp. 108-
109 et 112), Ceux-ci ne sont présentés qu’une quarantaine de pages plus loin dans le
cadre d’exemples numériques (p 143). Un bilan ultérieur regroupe la régle RI et ses
amendements dans les cas particuliers évoqués, mais un peu tard (pp. 152-155) et sous
une forme trés peu synthétique,

En dehors de ces aspects formels, BKW ont, nous semble-t-il, envisagé 2 tort les
situations nécessitant des amendements comme des cas particuliers, alors méme que
ceux-ci ne sont que deux cas extrémes d’un continuum de situations de multicolinéarité
d’ordre strictement supérieur a 1, fréquemment observables dans des modéles & plus
dedeux variables explicatives. Dans des ouvrages ou articles ultérieurs (publiés de 1982
4 1991), D.A. Belsley reprend cette présentation particulierement trompeuse pour des
lecteurs pratiquant un examen rapide et non exhaustif de ses études. Plut6t que de
raisonner sur la régle RI, qui semble incompléte et source d’erreurs, il nous semble
préférable d’énoncer directement une régle générale, valable quel que soit le nombre
de variables explicatives et Pordre de multicolinéarité du modéle.

Régle générale RG :
1) En pratique, le senil a partir duquel un indice de conditionnement peut étre considéré

comme élevé se situe A 30 environ, mais des valeurs un peu inférieures (a partir de la
vingtaine) sont ambigués, et doivent donc également attirer I’ attention.

2) Supposons que p indices de conditionnement (n;) i 2 Kept1?

pe {1,2,...K-1} exactement soient "élevés”. Alors :
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K
- lesindicesk € {1, 2,..., K} tels que z i J* . est "petite” (inférieure 2 0,5 ou 0,6
j=K-pt
* environ) correspondent A des vecteurs X, non impliqués dans des relations de
quasi-colinéarité. Les estimateurs des MCO des coefficients by associés & ces
vecteurs X, ne sont pas affectés par la multicolinéarité ;

K
- lesindicesk € {1, 2,...,K} tels que 2 TCJ-':k est proche de 1 (supérieure 4 0,5 ou
j=K-ptl

0,6 environ) correspondent aux vecteurs X, impliqués dans des relations de quasi-
colinéarité. Les coefficients b, associés & ces vecteurs X, peuvent étre estimés de
maniére trés imprécise par leur estimateur des MCO Gk :

K

- plus la somme 2 T estproche de 1, plus le diagnostic est préoccupant pour
j=K—p+l

la précision de Bk. En outre, cefte somme étant fixée, la précision de Gk est d’autant

plus faible que les n}‘:k les plus élevés sont situés dans les lignes les plus basses du

tableau de décomposition des variances (indices j proches de K).

Larégle RG prévoit bien toutes les configurations possibles de multicolinéarité. Elle
permet de conclure dans les deux cas "particuliers” décrits par BKW (1980) de
"dépendances concurrentes” ou "dominantes”. Elle décrit en outre tout le continuum
possible dans les cas de multicolinéarité d’ordre multiple entre les situations de
"dépendances concurrentes” et de "dépendances dominantes", et permet ainsi une
interprétation correcte et plus aisée des indicateurs de BKW.

II-3 Exemple

On a simulé le modele suivant a trois variables explicatives et 40 observations :

y=X, +3X,+2X,+u (4)

N

ou:

X, =2X,+v
X=X, -3X,+w

Le vecteur u des perturbations est un vecteur normal ceniré de matrice de variances-

covariances I'idendité Ly:
u — N(G,L,;)
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vilX, wiX, wliX, 0<i[v||<<HXk||. et 0<|}wE|<<”Xk||,
Vke {1,2 3}, telsque:

- angle entre les vecteurs X, et X, : 0,2°,
- angle entre les vecteurs X, et X, 1 117°,
- angle entre X, et sa projection orthogonale sur le sous-espace AKX, X):29°

- v est le résultat de la projection orthogonale d’un vecteur v, (issu de 40 tirages
indépendants dans une méme Ioi uniforme centrée) sur le sous-espace orthogonal 2 £(X,,),
X, étant issu de 40 tirages indépendants dans une loi uniforme de variance supérieure.

- w est le résultat de la projection orthogonale d'un vecteur w, (issu de 40 tirages
indépendants dans une méme loi uniforme centrée) sur le sous-espace orthogonal a
L(X,X,), X, étant calculé a partir de X, et de v.

- Les normes de v et w ont ét€ calculées en fonction des angles entre les trois vecteurs
colonnes de X fixés a priori de sorte que le modele soit affecté de deux types de
multicolinéarité, dont les conséquences sur la qualité des estimations seront un peu
différentes. Plus précisément, le tableau en annexe donne une évaluation de 'angle
entre les directions d’un vecteur X, et de sa projection orthogonale sur I’ espace vectoriel
engendré par les autres vecteurs colonnes de X en dega duquel on peut parler de situation
de multicolinéarité. Cet angle semble &tre de I” ordre de 4 ou 5°. Dans le présent exemple,
Ies trois vecteurs des variables explicatives sont done fortement 1iés entre eux par deux
"quasi-relations" linéaires indépendantes. On dit que le modele est affecté d’une
multicolinéarité d’ ordre 2. Ce sont les vecteurs X, et X, qui sont les plus fortement liés.
1ls seront responsables d’une multicolinéarité dite "primaire”, premiére source des
difficultés d’estimation. Le vecteur X, est davantage séparé des deux autres vecteurs,
mais il est cependant peu éloigné de sa projection orthogonale sur le sous-espace
£(X] X,). Ceci engendrera une multicolinéarité dite "secondaire”, dont les conséquen-
ces, moins fortes que celles de la multicolinéarité primaire mais néanmoins néfastes,
ne seront pas identifiées par la régle R1.

Cette multicolinéarité d’ordre 2, qui implique les trois vecteurs X, X, et X,, se traduit
par des estimations fort médiocres des trois paraméires associés. En témoeigne le tableau
des résultats de I’estimation par les MCO dans le modéle (4) :

Variable Vraie valeur Valeur estimée Ecart-type
explicative du paramétre du paramétre estimé T de Student
X, by =1 B, =322 Gy =70 tg, =046
X, b, = 3 B,=-076 Gsz=15,2 tg,=-005
Xa by = 2 B,=270 G4,=08 tg =338
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Les indicatenrs de BKW prennent les valeurs suivantes : .

indice de Tableau de décomposition des variances
Valeur propre dition t
conditionnemen vibny V(ﬁz) Vi)
M=3 =1 ;=0 M, =0" =0
5=210"% =42 > =103 s, =102 + = 0,980
2 i ¥ Ta
*=410"% i =857 s =0,999 t, = 0,999 =210"2
3 51 T 3

Ce sont les parametres associés aux deux premitres variables explicatives qui sont
estimés avec la plus faible précision. C’est normal puisque ’examen des angles entre
vecteurs colonnes de X montre que X, et X, sont plus colinéaires que X, et sa projection
sur le sous-espace £(X,X,). Cependant X, est touché par une multicolinéarité secon-
daire, et son coefficient n’est pas estimé avec une grande précision (I’estimation 2,7 de
b, =2 est entachée d’une erreur relative de 35%). Or, si on se fonde sur la régle RI,
seul le probléme de multicolinéarité primaire portant sur X, et X, est détecté. La
statistique de Student associée a 33 ne permet pas de corriger le diagnostic.

Cependant, les indicateurs de BKW apportent toute I'information nécessaire quand ils
sont interprétés selon la régle RG, ou en se sonvenant de I’aménagement de laregle RI
en cas de "dépendance dominante” :

- d’une part deux indices de conditionnement sont élevés, ce qui indique une situation
de multicolinéarité d’ordre 2 entre les trois vecteurs. La forte part de variabilité des
estimateurs des deux premiers paramétres portée par la derniére composante princi-
pale, celle qui est associée 2 la direction la moins structurante du sous-espace 2X),
montre que la multicolinéarité la plus préjudiciable est celle qui touche X, et X,
(diagnostic de la multicolinéarité primaire) ;

- lapart de variabilité de 83 portée par les deux directions peu structurantes atteint la
valeur 103 ; + 70} 5 proche de 100%, ce qui montre que X, est également impliqué dans
la multicolinéarité, Mais il s’ agit d’ une multicolinéarité moins pathologique, comme
I'indique le fait que 7] 5 est faible (diagnostic de la multicolinéarité secondaire).

L estimation de b, évite ainsi le pire, qui serait &' étre fortement déterminée par laderniére
composante principale, la moins structurante. Ceci se retrouve dans "estimation
certes médiocre et inutilisable de by mais moins catastrophique que celles des deux
autres paramétres. On doit y voir la manifestation de la multicolinéarité secondaire,
trés préjudiciable, mais moins prononcée que celle de la multicolinéarité primaire.

Remarque trés importante en pratique :

Dans les brochures "SAS User’s Guide Statistics" version 5 (page 672) et "SAS/STAT
User’s Guide” version 6 (pp. 1416-1417), seule la régle RI est énoncée pour guider
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I’ utilisateur de la procédure REG dans son interprétation des diagnostics de multicoli-
néarité (option COLLIN). Ce faisant, la plupart des praticiens utilisateurs de SAS
risquent d’omettre un nombre important de situations de multicolinéarité.

I1-4 L’absence de ""contamination’' d’une multicolinéarité
localisée

La régle RG rappelle explicitement une propriété importante concernant la portée
de la multicolinéarité. Supposons que certains vecteurs (X.), . K, des variables

explicatives soient fortement liés, et que ceci se traduise par une situation de multico-
linéarité préjudiciable pour la qualité des estimations.
Dans ce cas, les coefficients (b)) , . K, des variables explicatives non impliquées dans

ces relations ne sont pas affectés par la multicolinéarité. Autrement dit, il n’y a pas
"contamination” des effets néfastes de la multicolinéarité 4 ’ensemble des estima-
tions. Plus généralement, les estimations des fonctions des paramétres qui seraient
identifiables si les relations entre les vecteurs (X)), . K, étaient exactes (et non

plus approchées) ne sont pas atfectées par la multicolinéarité touchant les (X) ¢« K,

C’est ce que la régle RG souligne, dans I'énoncé du 2), premier tiret.

Cette propriété est logique, mais elle ne va pas obligatoirement de soi, si I'on se borne
& un examen rapide de la formule :

(Qk,,)z

Vke {1,2..,K}, V)= o’
e TR

Certains auteurs en déduisent en effet qu’une multicolinéarité localisée peut affecter les
estimations de la totalité des paramétres du premier ordre, une faible valeur de ?tj* pesant
sur la variance de tous les estimateurs (Sk) k=1, k- Cetargument n’est pas exact, car il ne
prend pas en compte les variations des termes multiplicatifs (QEJ)Z en fonction de A5 .
Pour s’en convainere, il suffit de reformuler chague V(Sk) en fonction de I’angle &,
entre le vecteur X, et sa projection orthogonale sur le sous-espace £(X) engendré par
la matrice X¢ des vecteurs colonnes de X dont on a retiré X, (résultat classique, cf. par

exemple Erkel-Rousse [1994] pour une démonstration) :

P 8o ot (de)z_ o
Vke {1,2,.,K}, Vb H , sz J HXkHZ(l_COSz(gk))
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En particulier, si X, est orthogonal 4 X{, on a:
a? . ) &
V(Sk) =—— ou: b =—F—

2
1] %]
K % 12
Qp
La somme 2 . ici égale 4 I, et ce, quel que soit I"ordre de multicolinéarité

A
j=t

associé 2 la matrice X§.

Dans le cas général cette somme, égale & I'inverse de 1- cos(0,), n’est rien d’autre que
le ki facteur d’inflation de la variance dd & la non-orthogonalité de X, avec X&,

i- cosz(ek) correspondant 4 la tolérance.

K ® 12

)
La somme Z X7 est donc une fonction continfiment décroissante de Pangle que la
j=1

direction du vecteur X, forme avec le sous-espace £(Xf). La variance V(Bk) ne dépend

de X¢ qu’a travers P’angle 6, entre X, et sa projection orthogonale sur .£(X§). Sicetangle
est suffisamment grand, autrement dit si X, est extérieur a toute multicolinéarité
€ventuelle, alors peu importe que certains vecteurs colonnes de X¢ soient ou non

fortement liés & I'intérieur du sous-espace £(X¢). A norme du vecteur X, fixée et
précision du modeéle 62 donnée, la variance V(ﬁk) ne devient élevée que si l'angle
8, devient petit, ¢’est-a-dire si X, lui-méme s’approche de £{X{) et entre ainsi dans une
relation de multicolinéarité avec Xg.

Remarque :

Si les variables sont centrées, cos?(8; ) est identique au coefficient de détermination (ou
encore au carré du coefficient de corrélation multiple} de X, par rapport a X§.

Exemple :
On simule le modzle suivant 2 quatre variables explicatives et 40 observations :
y=X;+3X, +2X;-5X, +u

X, =2X,+Z, 7, LX,
oi: u—=N@OI) et {X,=X,-3X,+v vLAX,.X,)
X, =X, - 2X, +0,5X, +pZ, Z, LX) X, X5)
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0<||v}| << | ‘Xl - 3X2| l(premiére source de multicolinéarité, constante), tel que :

I’ angle entre X, et sa projection orthogonale sur le sous-espace 2(X.X,) estde: 1,9°
L’angle entre les vecteurs X et X, est de 30° (Z, n’est pas de norme trés petite devant X,).
L’angle entre les vecteurs X et X; est de 101°.
L’angle entre les vecteurs X, et X, est de 131°.

X, X, X, Z, et Z, sont des vecteurs fixés une fois pour toutes. X, a été obtenu par 40
tirages indépendants dans une loi uniforme. Z, résulte de la projection sur I’ orthogonal
de 2(X,) d’un vecteur issu de 40 tirages indépendants dans une autre loi uniforme. La
norme de Z, n’est pas suffisamment petite pour que X, et X, soient fortement colinéai-
res. X, est calculé & partir de X, et de Z, et v résulte de la projection sur I’orthogonal
de £(X,,X,) d’un vecteur issu de 40 tirages indépendants dans une méme loi uniforme
centrée de faible variance. La norme de v a été ajustée en fonction de I’angle entre X,
et sa projection orthogonale sur le sous-espace £(X,.X,), fixé a priori de sorte que
le modéle soit affecté systématiquement d’ au moins une source de multicolinéarité.
Z, résuite de la projection sur l'orthogonal de £(X;,X,.X;) d’un vecteur issu de
40 tirages indépendants dans une loi uniforme.

D’une simulation & une autre, on fait varier I’ angle de X, avec le sous-espace vectoriel
£(X,.X,,X;) via 1a valeur de B. Lorsque J est grand, le modele n’est affecté que de la
multicolinéarité d’ordre 1 touchant systématiquement X, X, et X,. Lorsque p est petit,
X, peut entrer dans la relation de quasi-colinéarité liant les autres vecteurs d’exogenes,
augmentant ainsi I’ordre de la multicolinéarité, qui passe 4 2.

Le tableau de la page suivante présente les résultats d’une partie des simulations
effectuées sur ce modéle par Rousse [1990], Ces résultats appellent les commentaires
suivants :

- Quelle que soit 1a valeur de B, la gualité des estimations de b, b, et b; est gravement
affectée par la multicolinéarité touchant X, X, et X,. Ce probleme est détecté par
les valenrs systématiquement élevées de "indice de conditionnement maximal 1)} et
des proportions 7}, T}, et 7}, de décomposition des variances de 31, 62 et 33 surla
quafriéme composante principale.

- Hestplus intéressant ¢’ observer la dégradation réguliére de la gualité de ’estimation
de b, au fur et & mesure que le vecteur X, se rapproche du sous-espace vectoriel

.,ﬂ(Xl,XQ,X?,).

Pour 3 = 100, X, est quasiment orthogonal 4 ce sous—espace', et I'estimation de
b, n’est absolument pas affectée par 1a forte liaison entre X, X, et X, La variance
de 34 est entierement portée par la seconde composante principale, orthogonale a

la quatriéme, sur laquelle repose la totalité des variances des autres estimateuss.
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Pour des valeurs de B comprises entre 0,30 et 0,08, I"angle entre X, et £(X,X,.Xy)
diminue progressivement tout en restant supérieur 2 la valeur de 5°  partir de
laquelle X, entrerait dans une relation de quasi-colinéarité avec les autres vecteurs
des exogeénes. L'erreur relative affectant I'estimation de b, augmente progressi-

vement tout en restant acceptable. L'indice de conditionnement 1; rend compte

Résultats d’une partie des simulations sur le modéle : y = X, + 3X, + 2X; - 58X, +u

Degré de multicolinéarité
Vaieur du coefficient p | 100,0( 0,30 | 0,15 | 0,08 | 0,05 | 0,04 | 0,03 | 0,01

Angle de X, avec 89,6°| 22,9°| 11,9°| 6,4° | 4,8° | 3,2° | 2,4° | 0,8°
L%, %5, X3)

Estimation des paramétres du premier ordre

B, b, =1 03| 04| 04| 05/ 07| 08] 09| 22
(g, <06 ¥ B)

B, (b,=3) 50| 49 | 48 | 46 | 43| 41| 38| 1,4
3 _

B, (by=2) 27| 27| 26| 26 25! 25| 24| 1,8

() (3,4)| (3.3)] (3,2)] (8,1)] (2.8)] (2,6) | (2.3)] (0.9)
3

b, (b;=-5) - 5,0 -54 -55 |-56 |-86,9

s -5,1 |-
valeur absolue de tj, (10%) {(40,0) |{20,3) (1

Indices de conditionnement non triviaux

s 1,5 1,5 1.5 1,5 1,5 1,5 1,6 1,5
"1; 1,8 5,7 | 10,8 | 18,8 | 28,6 | 30,4 | 34,7 | 42,5
m 119 133 137 147 165 181 211 5186
Tableau de décomposition des variances
def, Vk<4:
3
Enj*ks 0,001 {0,003 (0,007 |0,020 (0,038 (0,047 | 0,055 0,023
j=1
Ty 2 0,999 | 0,997 {0,983 | 0,980 | 0,862 | 0,953 [ 0,945 | 0,877
de 64 :
, 0+*|0,0141{0,004|0,001 0+ 0+ ot ot
T, 0,999 | 0,029 {0,008 | 0,002 | 0,001 | 0,001 ot o
T, 0*10,9431{0,035|0,829|0,649 | 0,536 | 0,386 | 0,061
Ty o 0,014_ 0,053 (0,168 {0,350 | 0,463 0,613 |0,938
Ay 2
Nota : R%= Hy||2> 0,9
Hyld

Détection de la multicolinéarisé 95



du fait que X, se rapproche du sous-espace £(X,,X,,X;) en s’élevant réguliere-
ment, tout en restant inférieur 4 20. Ces situations, ot X, n’est pas impliqué dans
la muiticolinéarité, vont ainsi de pair avec des estimations de b, satisfaisantes.

Pour des valeurs de P inférieures & 0,08, Pangle de X, avec le sous-espace
£(X,,X,,X,) passe en dega de 5°. L’erreur relative sur I’estimation de b, augmente,
en franchissant le cap de 10% pour B £ 0,04. Le cas B = 0,05 correspond 2 une
zone limite vis-a-vis de I'implication de X, dans la relation de quasi-colinéarité
liant les vecteurs des exogénes, traduite par une valeur de 13 comprise entre 20

et 30. Lorsque B devient inférieur 20,05, X, entre sans ambiguité dans une relation
de quasi-colinéarité avec les autres vecteurs. Cette rélation devient pathologique
pour B = 0,01, comme le montrent les valeurs de mj et de I'angle de X, avec
£(X,.X,.X;). L'erreur relative affectant I’estimation de b, est alors trds élevée (prés
de 40%). L2 examen de la décomposition de la variance de 34 montre que la part de
sa variance portée par la (puis les) directions entachée(s) de multicolinéarité
augmente progressivement ainsi que la proportion 7, Lorsque B devient infé-
rieur 2 0,04, X, passe ainsi progressivement d’une implication dans une multico-
linéarité "secondaire” & une implication dans une multicolinéarité "primaire”.
Ceci se traduit dans la chute continue de la précision de 34. Conformément a la
théorie, la précision de 34 ne se dégrade donc profondément qu’a partir du
moment ot X, entre lui-méme dans la relation de quasi-colinéarit€. On observe
en outre un continuum dans la gravité des conséquences de la multicolinéarité
entre X, X, et X, sur la qualité de 34 au fur et & mesure que X, se rapproche de

20X, X0 Xs).

Dans tous les exemples supra, les indicateurs de BKW se sont avérés trés éclairants, ce
qui est logique car ils sont spécifiquement adaptés a la détection de multicolinéarité.
Soulignons que le seul examen des statistiques de Student usuelles ne constituerait en
aucun cas un palliatif valable & I’ absence d"une détection spécifique de la multicolinéa-
rité (Erkel-Rousse [1994]). Pour autant, du fait de certaines propriétés de non inva-
riance, en particulier par centrage, il arrive que les indicateurs de BKW posent des
problémes d’interpréiation.

ITI- Conséquences de la non-invariance des indicateurs
de BKW par centrage : faut-il centrer ou non les varia-
bles explicatives véritables ?

Les indicateurs de BKW sont modifiés par toute opération impliquant une variation des
directions relatives des vecteurs . Si cette propriété semble souhaitable a priori, une
de ses conséquences - la non-invariance par centrage - pose des problémes en matigre d'inter-
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prétation des indicateurs de BKW. Cette difficulté a donné lieu 4 un débat passionné -
loin d’étre clos - sur I’ opportunité de raisonner ou non sur des modeles centrés.

HI-1 Le probleme : Invariance des estimateurs des MCO
et non-invariance des indicateurs de BKW par centrage

Soit le modele linéaire ordinaire avec constante ;

y = e c+7Z a +u (5)
N (NDALD (NK-1(E-L1) (ND

ol1 e est le vecteur unité, Z la matrice des variables explicatives véritables, ¢ la constante
et ale vecteur des paramétres des variables explicatives véritables. X = (elZ) est de plein
rang colonnes. Eestimateur 4 des MCO de a dans le modéle "non centré" (5) s’ obtient

L1

aussi en effectuant les MCO dans le modéle "centré" :

y=2Z a + @ (6
(N,1) (N,K-1) (K-1,1) (N1}

ol Z est la matrice des vecteurs colonnes de Z centrés (théoréme de Frisch-Waugh).

Si les estimateurs des MCO de a sont identiques dans les deux modgles, les indicateurs
de BKW ne le sont pas : on montre que les indices de conditionnement sont plus élevés
dans le modele non centré que dans le modele centré (CE. Belsley [1991] pp. 201-204).
Supposons que les indicateurs de BKW calculés sur le modgle non centré suggérent
que i est affecté d'un probléme de multicolinéarité alors que les indicateurs calculés
sur le modéle centré tendraient & indiquer le contraire. Que peut-on conclure ?

111-2 Le débat : faut-il raisonner sur le modéle initial ou
sur le modéle centré ?

Depuis la publication de I’ouvrage de BKW (1980), cette question fait I'objet d’un
débat théorique contradictoire entre les partisans du centrage et ses opposants,

Pour de nombreux auteurs (Cf. Marquardt [1980], Weisberg [1980], Montgomery et
Peck [1982], Gunst [1983] ou Stewart [1987], par exemple ; voir aussi Askin [1982],
Snee et Marquardt {1984], Thisted [19877), la constante est introduite dans un modéle
pour un motif parement technique - le centrage des résidus d’estimation, le paramétre
d’intérét étant le vecteur a des coefficients des variables explicatives véritables. Le
vecteur e joue donc un rdle trés spécifique par rapport aux autres vecteurs colonnes
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de X. En conséquence, raisonner sur le modegle centré, qui isole le parameétre a et
dissymétrise les statuts de la constante et des autres variables explicatives, semblerait
pertinent. La baisse du degré de multicolinéarité lorsqu’ on passe du modéle non centré
au modele centré correspondrait 2 la suppression des liaisons du vecteur constant et des
niveaux des autres vecteurs, liaisons considérées comme "non essentielles” par oppo-
sition aux corrélations entre vecteurs des variables explicatives véritables. Cette vision
assimile la multicolinéarité a des corrélations fortes entre variables explicatives.

Belsley, Kuh et Welsch s’ opposent avec vigueur & cette vision des choses (Cf. BKW
[1980], Belsley [1984, 1986, 1991]), ainsi que Lesage ct Simon [1985] et Simon et
Lesage [1988]. Selon Belsley [1991] par exemple, il serait faux de penser que, parce
que la constante ne peut &tre corrélée & quoi que ce soit, elle ne peut &tre colinéaire avec
quoi que ce soit. Il faudrait raisonner non pas en termes de "variables" (dont la constante
ne fait pas véritablement partie) mais en termes de "vecteurs” {(dont le vecteur e fait
partie). Ainsi, la constante devrait étre conservée lors d’analyses de la multicolinéarité.
En outre, le centrage des vecteurs colonnes de Z serait a proscrire, car il affecte
I"ampleur des effets sur les estimations des parametres d’une modification relative des
données (contrairement par exemple 2 la normalisation de la matrice X en X", qui a la
faveur de BKW). Or, ce sont ces effets que I’on chercherait & appréhender. L'indice de
conditionnement maximal issu du modele centré ne répondrait donc pas au bon
probléme. Belsley [1991] présente i cet égard un exemple numérique oil I'indice de
conditionnement maximal issu du modéle non centré est trés élevé, tandis que I'indice
de conditionnement maximal issu du modéle centré est peu élevé (pp. 178-183). Or,
dans cet exemple, une faible modification des données engendre une trés forte variation
de P’estimation de a (dans les deux modéles). La matrice X initiale était donc mal
conditionnée, et le diagnostic issu du modéle centré trompeur.

I11-3 Une réponse nuancée sur la question de ’opportuni-
té du centrage : détection des "effets taille' par un double
diagnostic de multicolinéarité

Si exemple présenté par Belsley est certes troublant, sa force démonstrative n’a pas
vateur de généralité. Il en ressort surtout que les indicateurs de BKW ne s’ avérent pas
aussi aisés d’utilisation qu’ils pouvaient le sembler, Certains des arguments de Belsley
{1991) sont toutefois suffisamment convaincants pour qu’on n’ignore pas le diagnostic
obtenu & partir du modéle non centré. Cependant, le refus par Belsley de reconnaitre le
statut particulier de la constante reléve sans doute d’une vision trop "mathématicienne”
et pas assez "statisticienne” du modele linéaire. Surtout, 3 la lumiére de I’expérience
pratique de 1’économétrie sur données réelles, il nous semble que les indicateurs issus
des modéles non centrés tendent & conclure trop souvent & des problémes de multico-
linéarité.
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C’est le cas lorsque le modéle est affecté d’un "effet taille”. Un tel effet se manifeste
lorsque les variables explicatives prennent des valeurs numériques trés grandes. C’est
une configuration fréquente par exemple en macroéconométrie quantitative, en pré-
sence d’agrégats macroéconomiques exprimés en valeur ou a prix constants {volume)
parmi les variables explicatives. L'effet taille peut étre responsable de diagnostics de
multicolinéarité positifs suggérant de fortes liaisons entre la constante et ces agrégats,
méme si ceux-ci ont une tendance nette sur la période d’estimation. On obtient le m&me
genre de résultat en présence d’un "trend" (i.e. une fonction linéaire du temps) exprimé
en années (i.e, 19xx).

Un effet taille suggere que I’ économétre a exprimé certaines variables explicatives dans
une unité inadéquate, de sorte que I'évolution de ces variables est "écrasée” par leur
forte valeur initiale. Il suffit de changer d’unité (exemple : exprimer le temps comme
la différence entre ’année courante et I’année centrale de 1a période d’estimation) pour
que le diagnostic de multicolinéarité disparaisse sans que les estimations n’en soient
aucunement modifiées, hormis celle de la constante. Dans cette configuration, I’effet
taille crée dans le modgle initial un diagnostic de multicolinéarité purement artificiel.
Le diagnostic issu du modéle centré est alors moins trompeur, car I’ effet taille est corrigé
par le centrage. Au total, la comparaison des diagnostics obtenus A partir des modeles
initial et ceniré est intéressante, car elle permet de discriminer les "fausses” situations
de multicolinéarité des "vraies”.

Exemple (sur dennées réelles) :

On modélise le volume d’importations frangaises de produits manufacturés M en
fonction de la demande intérieure DI exprimée aux prix de 1980, d’un terme de
compétitivité-prix COMP, d’une tendance croissante OUV représentative de I'ouver-
ture progressive des économies aux échanges! sur la période d’estimation 1970-1990
et du taux d’investissement lissé€ de la France relativement & ses principaux partenaires
commerciaux?3. Le modéle s’ écrit en logarithmes :

LogM)) = g.Log(DL) + £.Log(COMP) + T.OUV, + g.Log(INV) + ¢ +u,

avec: E(u)=0, V@u)=0? Cov(u.u,)=0
Vit e {1970,.., 1990}, telsquet’ #t

(1} Diminution institutionnele des barrizres A1 échange (baisse des tarifs douaniers, suppression des quotas
4 I'importation, etc.). :

(?) Lissage du taux d’investissement relatif sur 6 ans. Terme représentatif de la compétitivité structurelle,
qui est un phénomene de moyen terme. Cf. Erkel-Rousse {1992).

(3) Estimations effectuées sur données annuelles dans une approche d'économétrie traditionnelle.
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L’estimation de ce modgle par les MCO donne les résultats suivants :

Variable Valeur estimée z _
explicative du paramétre Ecari-type estimé T de Student
Constante 8=-5,9 oy =1,16 = 5,1
A
Log(Dly) £,=1,3 S, = 0,08 ts = 16,1
Log(GOMP,) £, =-1,0 63c=0’16 t = - 6,1
OUV, ‘%= 0,02 6,%:2‘10—3 t= 14,7
Log(INV,) E=-0,7 ’&«% =0,13 =-53

Le diagnostic de multicolinéarité est le suivant, sur le modele initial (non centré) :

Indice de Tableau de décomposition des variances
Valeur L
condition-
propre mement V) Vigd) V&) V(D) VEED
A=23 m=1.0 m, =0 | W,=0 m,=0" | m,=0" = 0%
A=1,5 =12 T, = m,=0 | m;=01"| m,=0" | ;s=0"
Ay=1,0 n; =15 =0 | my,=0 ;=07 a=0 s =97
z=0,2 m=32 T, =0 | mW,=0 | my=06) m,=01] ms=0,2
2M=410% N=7925|m =1 | G,=1 | my3=03| m5,=09| w,=20"
et sur le modele centré :
Valeur Indice de Tableau de décomposition des variances
condition-
propre nement V(Es) ViE:) V@) ViED
M=27 n=10 = 0" T, =0" M,=0" My =07
A =1.0 =18 =0 T, = 0* ma=0" M= 0.7
=03 |m=32 |m=0" |m,=08 |m=01 |m,=03
AM=310"2 | n;=9,6 M, =1" T, = 0,2 =09 Ty = 0%

Les indicateurs de BKW calculés sur le modele initial (non centré) indiquent que le
logarithme de la demande intérieure, la variable d’ouverture des frontigres et la
constante sont fortement colinéaires, et que les estimateurs de leur coefficient peuvent
8tre affectés par la multicolinéarité (¢’ est-2-dire étre trés sensibles & une petite modifi-
cation des données et estimés avec une faible précision). Au contraire, aucune multico-
lindarité n’est détectée sur le modéle centré. Que penser alors de la qualité des
estimations données par gd et1?
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Cette contradiction doit alerter et suggérer immédiatement la possibilité d’un effet
taille. Dans une application de macroéconomie, comme c’est le cas ici, il suffit que les
volumes soient transformés en indices pour supprimer 1’effet taille. On considére le
modele initial reparamétré de maniére & faire apparaitre des indices :

L

M[
Log = g,Log

M +£,.Log(COMP) +t.OUV +g.Log(INV) +y+u,
1980

DII 980

oll: ¥ = ¢ — Log(M,ge,) + £;Log(D1,..)
Les estimateurs des MCO des coefficients associés aux variables explicatives véritables
sont inchangés. De méme, les éléments de diagnostic calculés sur ce nouveau modeéle

centré ne sont pas moedifiés par le passage des volumes en indices.

En revanche, les indicateurs de BKW sur le nouveau modele non centré sont modifiés:

Indice de Tableau de décomposition des variances
Valeur condition-
PrOPI® | “nement | V(® VE) | VE V() VE)

Al=2.8 n=1,0 my=0" M, =0" | nf,=0" m,=0%nA;=0"
K=1,0" | ;=17 |, =02 m,=0%| m;=0" | m,=0" | n5;=08
A=1,07 |m=17" | m,; =06 my=0" | "3=0" | mf,=0% | m;=0.2
=02 [mj=34 |m,=01|x,=0"|m,;=08|m,=01[m;=02

A=310"2l ;=98 |, =01|m,=1" | n5;=0,2 mi =09} nls=0"

Une fois 'effet taille corrigé, les indicateurs de BKW sur le modele non centré ne
détectent plus de multicolinéarité : les diagnostics sur modgles centré et non centrd
coincident. Le diagnostic initial de multicolinéarité découlait donc artificiellement d’un
effet taille, et s’ avérait trompeur.

Bilan :

Contrairement aux avis trés tranchés qui s’exprirnent dans le débat sur I"opportunité du
centrage, notre avis est d’établir le diagnostic de la multicolinéarité i partir du double
examen des indicateurs de BKW calculés sur les modgles initial et centré,

1) Si les diagnostics sont les mémes, il n’y a aucun probléme d’interprétation.

2} S§i, au contraire, les indicateurs obtenus sur le modgle initial indiquent qu’il y a

multicolinéarité alors que les indicateurs calculés sur le modele centré indiquent
Pinverse, il faut s’interroger sur la.possibilité d’un effet taille :
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- si un tel effet est envisageable, on le corrige en exprimant les variables explicatives
tenues pour responsables (par le tableau de décomposition des variances) dans des
unités plus appropriées. Puis on recalcule les indicateurs de BKW sur le modéle
corrigé de Deffet taille (équivalent & un reparamétrage du modele initial). Si les
diagnostics sur les données corrigées non centrées et centrées deviennent similaires
(absence de multicolinéarité), cela signifie que 1’effet taille était effectivement a
origine de la difficulié d’ interprétation. On conclut 1’ absence de multicolinéarité.
S1, au contraire, les diagnostics demeurent incompatibles et qu’ on est certain d’avoir
&liminé tout effet taille du modele, alors on se situe désormais dans le cas de figure
suivant ;

- si aucun effet taille n’est envisageable, on se trouve face 4 I’ obligation de prendre
parti pour I’une ou I’autre des positions exprimées dans le débat sur le centrage. Pour
ma part, je suis sensible au premier argument de Belsley, dés lors que la guestion
de I’unité appropriée pour exprimer les variables explicatives ne se¢ pose pas,
Dans une configuration ambigué de cette nature, on privilégiera le diagnostic établi
sur {e modgle non centré.

Conclusion

Les indicateurs de BKW font ['objet de fréguentes erreurs d’interprétation, qu’on s’est
eﬁorbé de dénoncer. Interprétés correctement, ces indicateurs constituent des outils
précieux de détection de la multicolinéarité et de compréhension de ses sources,
Cependant, leur propriété de non invariance par changement d’ origine leur vaut une
interprétation parfois délicate et suscite un inévitable débat sur Uopportunité de
raisonner sur des modéles transformés par cenfrage. On a donné ici un point de vue &
cet égard, sans avoir le moins du monde I’ambition de clore ce débat difficile.
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ANNEXE

Dans Rousse [1990}, on donne des indications sur les seuils & partir desquels apparais-
sent des problemes de multicolinéarité engendrant des erreurs relatives inacceptables
sur les estimations des paramétres du premier ordre. Les seuils d’indices de condition-
nement 1 sont cohérents avec ceux que préconisent Belsley, Kuh et Welsch. On

présente en outre des seuils relatifs 2 la borne inférieure 0 des angles 8; formés
entre un vecteur colonne X, et le sous-espace engendré par les autres colonnes de X
(N.B. : 0 varie dans 10,90°]).

Intensité des liaisons

(pathologique)

o L indices de
entre vecteurs Multicolinéarité Angle 0 {degrés) diti .
colonnes de X conditionnement n
faibles non 8>10 nj‘sm
assez faibles non 4dpoub<6<10 10511}‘520
modérées ? zone d’ambiguité | 4 ou5<6<10 2051]].*530
modérées oui 2<8=<40u5b 30<n <100
ou fortes !
trés fortes oui 8 <2 nj*> 100

Source : Rousse [1990]
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