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Introduction

Les sources statistiques

Pendant longtemps, les seules sources statistiques disponibles an nivean national et
local furent les recensements et les fichiers adminisiratifs.

Or, la tendance actuelle est de réaliser des recensements tous les 10 ans; et les
champs des fichiers sont fréquemment modifiés en fonction de la pohtIque adoptee
dans l'administration associée.

Dans les années 40/50, un nouveau type de méthode de collecte d'_informa_tion est
apparu et s'est rapidement développé pour pallier les inconvénients des deux aufres :
c'est 'enguéte par sondage. :

Une demande de données locales de plus en plus
pressante... '

Parallglement au développement des méthodes d'estimation par sondage, est apparue
une nouvelle catégorie de demande : celle de données locales .

-

En effet, ces derniéres sont nécessatres . ['élaboration des politiques et des
programmes gouvernementaux afin de distribuer des fonds ou pour metire en piace
une planification régionale.

Les méthodes par sondage pour obtenir des données
localisées

Pour obtenir des résultats sur des domaines particuliers, 2 méthodes sont envisa-
geables utilisant aussi bien 'une que l'autre la technigue des enquétes par sondage :

1 - On peut réaliser une enguéte locale,

Il faut donc

* une base de sondage locale

* une possibilité de stratification

* des informations globales sur la population 2 étudier :
* et surtout une taille d'échantillon équivalente 4 celle associée A une enquéte
nationale ; elle ne dépend pas de la taille du domaine

308 . Insee Méthodes rn° 609-70-71



2 - On peut aussi utiliser de maniére locale des enquétes globales ce qui constitue
I'objet de mon papier.

Les inconvénients d’une enquéte nationale par sondage

a) une enquéte par sondage globale a pour but la production d'estimateurs fiables sur
des variables d'intérét générales &4 des niveaux d'agrégation supérieurs tel le
niveau national.

b) dans la phase d'échantillonnage, les zones sur lesquels au cours d'une exploitation
uitérieure, il s'avérerait intéressant d'avoir des données, ne sont pas initialement
prévues ; la zone en question est donc généralement non planifiée (‘unplanned' en
anglais). Car, méme si le plan d'échantilionnage est stratifié, la zone intéressante

peut &tre différente de celle définie par une strate ou un groupe de strates, Elle
nécessite parfois un redécoupage complet de la population.

Qu'est ce qu'un domaine ?

Les données locales ou localisées trouvent des applications multiples et variées dans
tous fes secteurs (dotations...). Elles peuvent en effet, ne pas &tre ‘locales' dans le
sens géographique mais plutdt dans le sens 'réduit a une zone'. C’est pourquoi, le
terme employé dans la littérature sur le sujet est domaine,

Types de domaine :

* géographique (nommé 'area’ ou 'areal domain' en anglais)

Exemple : un département, une région

* croisement de variables socio-démographiques ou autres (nommé 'domain' ou .
‘characteristic domain' en anglais ) :

Exemple : tranche d'dge-sexe

Qu'entend-t-on par petit domaine ?

‘Like beauty, small is in the eyes of the beholder’

Martin Wilk
International Symposium (86)
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Purcell et Kish (1979) dans leur article intitulé Postcensal Estimates for Local
Areas (or Domains)' distinguent eux 4 types de domaines selon N ¢ la taille du

domaine (c'est & dire la somme des unités contenues dans lintersection de la
population avec le domaine) :

N
- d
Soit Py =—4
R N

- Ies grands (‘'major') domaines pour lesquels Py = 0,1
- les moyens ('minor’) domaines pour lesquels 0,01 <Py < 0,1
- les petits ('mini’} domaines pour lesquels 0,0001 = Pd. <0,01

- et les trés petits ('rare’) domaines pour lesquels Py < 0,0001.

Le choix de la méthode

Platek, Rao, Sarndal, Singh (International Symposium de Statistique Canada - 86)
ont déclaré que des méthodes d’estimation différentes doivent étre employées selon
la taille du domaine.

'A small area is any area for which direct design-based estimates cannot be reliably
produced from the current sample survey program or a reasonnable expansion

thereof, Small areas thus become areas that need other methods of estimgtion'.

Le choix de I' estimation sur un domaine est li€ & plusieurs facteurs comme
4 la taille de {'échantillon s : n

¢ la taille du domaijne dans 1"échantillon : 1,

# le plan d'échantillonnage c’est & dire encore :
- la base de sondage

- le mode de tirage de l'échantillon : sondage aléatoire simple, stratification,
sondage par grappes, en plusieurs phases, & plusieurs degrés... .

¢ _les variables auxiliaires disponibles
De nombreux statisticiens insistent- sur limportance du choix des variables

auxiliaires. Elles doivent étre fortement corrélées avec la variable d'intérét de
Tenquéte afin &’ améliorer la précision des estimations.
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Elles peuvent provenir aussi bien de recensements, des registres que d'autres
enquétes par sondage.

¢ les variables d'intérét 3 estimer et leurs fréquences (mensuelles, annuelles ...)

¢ la politique décidée par le responsable d'enquéte en matiére de cofit et de
précision des résultats

+ les modeles ou les hypothéses choisis

+ U'équilibrage entre biais et variance de l'estimateur,

Les différentes catégories d’estimateurs

M.P. Singh, J. Gambino, et H.J. Mantel, dans leur article intitnlé 'Les Petites
Régions Problémes et Solutions' (94), ont établi une classification des estimateurs de
ce type en mesurant les conséquences au niveau du biais et de la variance
inconditionnels.

= les estimateurs de plan ou directs

1ls seront utilisés lorsque

* ng sera grand

* on lorsque le domaine est prévu dans le plan d’échantillonnage.
Leur biais est nul et leur variance faible.

= les estimateurs indirects ou de modéle.

IIs seront utilisés dés lors que n; sera considéré comme faible.

Beaucoup de méthodologues conseillent d'utiliser cette deuxidme catégorie
d'estimatenrs avec beaucoup de circonspection et seulement lorsque

* tous les estimateurs de plan ont été envisagés

* les données auxiliaires ont fourni le maximum de précision supplémentaire.

D’autres classifications existent mais dans cette étude, trois types d’estimateurs
de domaines seront détaitlés: les estimateurs directs, et deux types
d’estimateurs indirects: les estimateurs synthétiques et les estimateurs
combinés...

Dans un deuxiéme temps, deux applications simples de ces méthodes & partir de
I’enquéte dite Education réalisée en mai/juin 1992 seront présentées.
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Notations
1 - La population U
— Elle comprend N individus. Un individu sera noté k, k variantde 1 A N,

— Elle est découpée en DD domaines exhaustifs et disjoints. Chaque domaine sera
noté d, d variant de 1 2 D. Il comprend Ny individus.

D
N= sz
d=1

— La variable d'intérét relative 4 I'individu k est notée Y, .

La somme, la moyenne et la variance de cette variable sur I'ensemble de la
population seront notées :

N — 1 N
Y=Y Y==3YY,
k=1 N =1
1 N —
§?=——3(Y, - Y)
—1 k=1
tandis que celles relatives au domaine d
Nd _ 1 Nd
Ya=YY, Y,=—>Y,
k=1 d k=1
$=—1 v -7y
‘ Ny—1lk=1 ko

— La population pourra étre aussi subdivisée selon un autre critére de
classification que celui des domaines ; ce sont G groupes exhaustifs et disjoints.

G G
NZZNE = Eng

D
g=1 d=1 g=1

avec N 4o le nombre d'individus appartenant & la fois au domaine d et au groupe g.
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2 - L'échantillon s

Sa représentation est la suivante :

individu k S\ population U

(xx -
) [ RXX X / XX

domaine d X {s)
! - X
’ _ X X X X X X XXX X
échantilion s | ]
____—_tx: X X XX XK
N X x X )

— L'échantillon s comprend n individus. Un individo appartenant 4 I'échantillon
sera noté i, i variantde 1 an,

— Chagque individu i appartient aussi & un des D domaines précédemment définis.
Chaque domaine d comprend n, individus.

LU

=
il
Mo

—>» La probabilité de tirage d'vn individu i est notée
P(ies)=p,

— La variable d'intérét relative & individu i est notée: Y]

3 - Les variables guxiliaires X

— La corrélation entre ces variables auxiliaires choisies et la variable d’intérét doit
étre forte.

- La variable auxiliaire peat étre disponible :

* sur l'ensemble des individus k de la population

La notation adoptée est X[ , k variantde 1 &N

* sur des groupes g exhaustifs et disjoints différents des domaines
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Les totaux sur ces groupes sont noté€s X, , g vartantde 1 8 G

# sur les domaines d

Les totaux sur ces domaines sont notés X4, d variantde 1 2D

L'objet de 1'étude est donc d'estimer le total Y.

—  Yd
d=——
_(ouY d)

pour tout domaine d =1aD
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Les trois grandes catégories d’estimateurs

1 - Les estimateurs directs

Principe : les estimateurs directs n’utilisent que les données (de I"enquéte ou d’une
source extérieure) relatives a un seul domaine a la fois.

Leur caractéristique principale est d'étre sans biais.

Pour étre les plus performants an niveau biais et au niveau variance, ils doivent étre
utilisés uniquement lorsque ny est suffisamment grand ie. encore pour des

domaines classés dans les 'large areas’ ou ‘major domains' .

1 -1 - L'estimateur d’Horvitz Thompson

L'estimatenr d'Horvitz-Thompson ou estimatear par facteur d'extension
('expansion estimator') du total Yd est 1a somme pondérée sur 1'échantillon.

-~ ng Y.
Yy(h)= T~
i=1Pi

En subdivisant la population en G groupes exhaustifs et disjoints différents des
domaines, I'estimateur s'écrit ;

- G Tdg Y;
Yahy)=3 ¥ -1
g=li=1 P}

Biais et Variance :
Inconditionnellement, cet estimateur est sans biais

BYa(h) - B ey - ¥ Yepe,) - ve
k=1 pk k=1 pk

e, =1lsikes,

g, =0sinon

Estimation sur des petits domaines (enquéte Education 92) 315



et sa variance s’ écrit :

. 1 Ng Y. Y
V(Yah) == S3(pxpi — P ——17?
2112;;11 Pr M

py =Pkesetlesk#l)
Pkk=Pk

= Cas particulier d’un tirage & Probabilités Egales Sans Remise (PESR) :

Les poids sont alors tous égaux a — .

N

Yaid)y=(N/ n)‘f Y,

i=1

* Calcul de 1a variance de 1'estimateur direct ’nYd (d)

(cf ‘Model Assisted Survey Sampling’ - C-E Sirndal, B. Swenson, J. Wretman -
p 392)

N, —

(Ng —1)S%4+Ny(1-=¥7
VoA T T 4 N
1]

N-1
2 1 M T2
avec Syg = >{Ye - Yq)
a=1lk=

* Variance estimée de cet estimafeur

n ng.—
(1-2)(ng = Dsfg +ng (1=~ )7

V(Y,(d) = N2

n—-1
1 T —
avec S;d = 2{yi ’Yd)z
ng ~1j=1
— 1y
Ya = ¥
Ny i=
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1- 2 - L'estimateur de post-stratification

L'estimateur de stratification a posteriori ('post-stratified estimator’) s'écrit :

Y;
. &1 Py Y4(h)
Yd(pst) = Ny x =N4—=
(pst) d i d Ry(h)
iesd Pi

Inconditionnellement, cet estimateur est sans biais.

En subdivisant la population en groupes et si on connait N gz - lestimateur
s'écrit
Y
5 G idghi G Ya)
Yd(pstg) = TNgy i = T Ngg2—
g=1 Z = g=1 ng(h)
iesdg Pi

Ces 2 estimateurs sont plus stables que les estimateurs d’Horvitz-Thompson car la
connaissancede N, (oude N, ) permet un gain de précision.

1 - 3 - L'estimateur par le ratio

L'estimateur par le ratio ('ratio estimator’) ressemble & l'estimateur de post-
stratification :  Yd{pst) avec cette différence prés qu'on utilise l'information
contenue dans la variable auxiliaire X, au lieu de l'effectif N ;. I s'écrit :

Ya ()= Xy xRy
5 . : Yd
avec R4 estimation de Ry = —=
X4q
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En suobdivisant la population en groupes et 4 condition de connaitre ng

l'estimateur par je ratio s'écrit :

Ya (1) = zxdngdg

Ly . . ng
avec Ry, estimation de
dg
. .5 Yd(h) B N
Des estimations du ratio: Ry = Ry(h) est une des estimations de
' Xy(h)
Y,
Rg=—2
Xd

Mais cette estimation peut &tre le rapport d'une estimation directe de Y sur la vraie
valeur de X sur le domaine si on en dispose

Y,
a ___._
Ry(a) X,

D’ autres estimateurs directs existent comme Pestimateur de régression mais ils ne
sont pas développés ici compte tenu des estimateurs utilisés -dans. les deux
applications. :

Etani donnée la forte variabilité de la variance de ces types d'estimateurs, les
recherches se sont orientées vers sa diminution parfois au détriment du biais.

C'est ainsi que se sont développées de nouvelles techniques d'estimation fondées sur
le principe d"'emprunter de l'information” aonx autres domaines que ceux sur
lesquels se réalise l'estimation en émettant des hypothéses ou en supposant des
maodgles. Le principe est le suivant : :

to borrow strength from related or similar small areas through explicit or implicit
models that connect the small areas via supplementary data’.

Gonzalez (73)
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2 - Les estimateurs synthétiques

Le qualificatif 'synthétique' a pour origine I'hypotheése selon laquelle le petit
domaine ressemble souvent d'une certaine maniére 3 un auire domaine plus grand
dans lequel il est contenu.

Gonzalez (73) qui est a l'origine de [a création de ce type d'estimateurs en a donné
la définition suivante :

"An unbiaised estimate is obtained from a sample survey for a large area; when this
estimate is used to derive estimes for subareas under the assumption that the small
areas have the same characteristics as the larger area, we identify these estimaies
as synthetic estimates.”

2 - 1 - L'estimateur synthétique de moyenne

L'estimateur synthétique de moyenne (‘mean-synthetic estimator’) se déduit de
l'estimateur direct de post-stratification que I'on peut &crire aussi sous la forme ;

Ya(pst) - N, x§,

‘I’d(synm) =Ngx§
X
avecy ==L pl’
¥
iesPi

Lorsque la population est subdivisée en groupes, lhypothése sous-jacente est

Yd,g = Yg avec g=1 & G, l'estimateur devient :

i

A G ies, Pi
Yd(syn%n) = ZINd’g Xg—l
E= _—

ies, P
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Calcul du biais :

i
- ~ 9:1p. — —
Biais(Yd(syny)) = E(Ng x 'n 1‘ Y- Yy =Nyg(Y-Yy)

i=tP;

car 'estimateur sans biais de la moyenne sur Pensemble des domaines est la
moyenne sur 1’échantillon E(%) =Y et Nd connu.

Z_
i=1Pi

Sous I'hypothése ?d =Y, I'estimateur est sans biais.
" Application : Dans le cas d'un Sondage Aléatoire Simple, l'estimateur direct de

stratification a posteriori a une variance en 1/nd tandis que l'estimateur synthétique

associé a une variance en 1/n. Par conséquent, si I'hypotheése est vérifiée, l'estimateur
synthétique sera préférable a l'estimatenr direct.

2 - 2 - L'estimateur synthétique par le ratio

L'estimateur synthétique par le ratio (‘ratio- synthetlc estimator’) se déduit lui aussi
d’un estimateur direct, celui par le ratio :

Yq(syn,) =X, R

A Y
avec R estimation de R = i

Lorsque la population est subdivisée en groupes, 'hypothése sous-jacente est
R,, =R, avec g=12 G, I'estimateur devient :

Yd(syn®) = Zng ><R
g_
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Des estimations du ratio : ici aussi I'estimation de Roude R, peut se faire de

multiples fagons. Citons entre autres R= —;—% =R(h). Singh et Tessier (76} ont

eux utilisé {'information contenue dans la variable auxiliaire X pour estimer R par

n Yy,
>+ 5

g =P _ Y(h)
Ne X
XX
o=1

Calcual du biais dans le cas ou Pestimation du ratio est celle d’Horvitz-
Thompson :

s Y(h Y Y
Biais(Yd(syn_)) = E(Xd x th;)"Yd = Xd(g“}‘(% =X4(R-Ry)

Si 'hypothése est vérifiée, le biais de cet estimateur est nul,

Parmi les autres estimateurs synfhétiques, on peut aussi citer Pestimateur
synthétique de régression ou bien les différents estimateurs ajustés ou enfin le
Structure PREserving Estimator (SPREE) de Purcell et Kish (30

Ainsi, sous des hypothéses bien précises, ces estimateurs se révélent étre plus
performants pour des petits domaines que les estimateurs directs car ils sont aussi

sans biais compte tenu des hypothéses et leurs variances sont nettement plus faibles.

Mais, dés lors que les hypothéses ne sont plus vérifiées, il faut chercher ailleurs la
solution. ' '
3 - Les estimateurs combinés

Dans l'article Tssues and options in the provision of small area data” paru dans le
recueil de la conférence internationale de 1992 & Varsovie dont le théme était *‘Small

Area Statistics and Survey Design’, Singh, Gambino, Mantel (93) définissent de
maniére générale un estimateur combiné (‘combined estimator) comme étant Ia

moyenne pondérée de 2 estimateurs quelconques ‘?d (1) et ?d 2
‘I’d (com) = &dYAYd (l) + (1 =3day ).?d (2)

avec &, poids choisi judicieusement
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3 .1 - Le choix de la combinaison des estimateurs

Ici, nous nous intéresserons uniquement & la cembinaison d’un estimateur direct
et d’un estimateur synthétique. Ainsi, ['estimatenr combiné 'vise a faire I'équilibre
entre la possibilité pour lestimateur synthétique d'étre biaisé (lorsque les
hypothéses ne sont pas vérifiées) et U'instabilité de U'estimateur direct’.

‘A[d (com) = adYA'd (dir)+(1—ay )‘}'d (syn)
Rao et Choudhry dans ‘Small area estimation : overview and empirical study’ (93)

tout comme Ghosh et Rao dans 'Small Area Estimation: an appraisal” (94)
nomment ces combinaisons 'composite estimators’.

3 - 2 - Le choix des poids de la combinaison

1 - des poids fixés a l'avance arbitrairement

Cette méthode simple est trop rigide ;-elle ne permet pas de tirer profit de 1a justesse
d'un estimateur direct pour des domaines relativement fournis en données.

2 - des poids dépendant de la taille de l'échantillon : 'sample-size
dependent estimators'

L'idée consiste a utiliser :

- 2 fond Pestimateur direct pour un domaine particulierement bien représenté dans
1'échantillon et

- de profiter des avantages de I'estimateur synthétique dans les autres cas.

2 - 1 - Si on ne dispose pas d'information auxiliaire auntre que Nd,

* Le cas le plus simple est :

Ng

éd =
Ny

Si nd est petit par rapport & Nd, alors on privilégiera I’estimation synthétique

=3 Cas particulier : Vestimateur BLUP (Best Linear Unbiaised Predictor)
d’Hidiroglou

Dans l'article intitulé 'Estimation pour les petits domaines : théorie et pratique &

Statistigue Canada’, M.A. Hidiroglou (92) décortique la construction de cet
estimatenr, :
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Dans un premier temps, il décompose la population du domaine Ud en 2 :

* I'intersection entre I'échantillon et le domaine : sd
* le compiémentaire

Yi= Yvi+ XYk

iesy kellj—sy4
et il estime les 2 termes de maniere indépendante.

I - Sur Uintersection échantillon/domaine d : sd
1l se rameéne & I'estimation d'une moyenne sur l'échantillon st

car Ty; =n,Y,

iesy

. I
?sdziESdpi

iesd Pi

2 - Sur le complémentaire

L'estimation de ¥ Yk se fait sur un modele de régression en fonction de la
ketd—sd

disponibilité de variables auxiliaires ou non

On écrira le deuxieme terme sous la forme d'une moyenne

%Yk =(Ng -n4)Yy,,
keUd-sd

YU,]
synthétique)

s, Sera alors estimé en utilisant l'ensemble de I'échantillon (idée du

Zﬁ
- iESI‘;i x“{f(h)

iesPi

Yy —s4

D'otl I'estimateur combiné BLUP d’Hidiroglou s'écrit :
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Eh zh.

Y4(comy) = ndi—E—s-‘-*-%—i—HNd—nd)%
z — z—
iesy Pi iesPi

I combine Uestimateur direct de poststratification avec 1'estimateur synthétique de

.- e - r - n
moyenne en choisissant le poids égala ay = —£
d

¥, (comyy) = 24 ¥4 (pst)+(1 ~Ddyy, (synp)
Ny Ng

* Autre poids de combinaison

On peut choisir

N 4 (dir)
ag=—7
Ng

avec N q (dir) une estimation directe de N 4

en tenant compte du fait que peut &tre supérieur 4 1.

N (dir)
Ny

< Cas particulier : estimateur de Drew, Singh et Choudhry (82)

Drew, Singh et Choudhry ont construit un estimateur combinant 1’estimateur direct

par le ratio et I’estimateur synthétique par le ratio en déterminant les poids a partir
de la taille de 'échantillon ; ¢’est un 'sample-size dependent’ estimateur.

Vy(compse) = ag¥a(r)+(1=ay)¥y(syn, )

Ny(n
avec a, =1 si %25
d
Nyn Nyh
o, =Ly Nath) g Nall) s
5N, N,

~ Ra I . .
et N,(h)= Y. — estimateur direct et sans biais de N | -
i=I ]J,'
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10219

Le paramétre O étant choisi de telle maniére que l'on contrdle la contribution de
l'estimateur synthétique par le ratio. En pratique, il oscille entre 2/3 et 3/2.

Application : Un estimateur du méme type est utilisé sur 'enquéte canadienne sur la
force de travail ( Canadian Labour Force Survey ) pour estimer annuellement les

taux de chfémage pour des petites régions a Statistique Canada avec O =2/3. Pour la
majorité des domaines, le poids de l'estimateur synthétique est nul ; pour les autres
son poids reste faible entre 10 et 20%.

=$ Auire cas particulier : estimateur de Siirndal et Hidirogloz (89)

Il posséde des poids légerement différents. En effet,

ifd (COIIISH) = adi’d(r)+(1 - ad)?d (Syl’lr)

N,(h
avecay = 1 si Nyt >1
Ng
ay = (Nd(h))t—l i Ny(h) <1
Ng Ny

~ 04 §
et Ny(h}= y—
i=tPj

Ici, c'est t qui sera choisi de telle sorte que 1a contribution de l'estimateur synthétique
par le ratio soit confrlée. Ils proposent (=2.
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2 -2 - Si on connait une variable auxiliaire X et N

* un cas simple

X 4(dir)
ag = T

* Pestimateur BLUP d’Hidiroglou

L’idée est la méme que dans le cas oli on ne connait que Nd. On estime sur
I’échantillon d’une part puis sur le complémentaire.

Justement, 3 Yk est estimé par un estimateur synthétique de type par le ratio

kEUd_Sd
X, = ;—
keU ie i
Ny eNd “"ndl 54 11)R
d z —
iesq Pi
ZX_E_
avec R = iesPi
Xi
iesPi

Dol 1'estimateur combiné BLUP d’Hidiroglou s'écrit :

o Ik

Ya(comyy) = ng =4 T+ (NgXq - g EELL"TL)LGSE%“
— — it

iesy Pi iesy Pi iesPi

Ce deuxiéme estimateur combine I’estimateur direct par le ratio avec estimateur
= ngX4(h)
Ng(h)Xy4

synthétique par le ratio en choisissant comme poids |a

&A’d(éomH) = ad?d(r) + [I —ag ]‘?d(synr)
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Remarques sur les 2 estimateurs BLUP d’Hidiroglou:

* Ces 2 estimateurs combinés ont un gros avaniage par rapport aux estimateurs
synthétiques (de moyenne et par le ratio): ils ont la propriété d'étre
"conservateurs'.

En effet, lorsque ny = Ny (exhaustivité dans le domaine), dans les 2 cas, on a bien

Q‘d(comH) =Yd ce qui n'est pas le cas pour les estimateors synthétiques.

* Mais, lorsque ny <<Nj, cc qui est, en définitive le cas le plus courant, le terme

Zﬁ

Y, estimé par Y =74 =%d€ chacun des estimateurs combinés est

d

iesd Pi
négligeable.

Le gain des estimateurs combinés BLUP devient alors minime par rapport aux
estimateurs synthétiques associés Ya(syn,, } et Ya(syn,)

3 - des poids dépendant des données : 'data dependent estimators’

3 -1 - Premiére démarche

Les poids optimaux pour combiner 2 estimateurs sont fonctions de lerreur
quadratique moyenne (Mean Squared Error) des estimateurs combinés et de leur
covariance .

En eifet, soit 'estimateur combiné suivant : S?d (com) = adff’d (dir)+{1—ay )i’d (syn)

Les poids optimaug a,(opt} sont obtenus en

* Min(MSE(¥,(com))

a4

* sous la contrainte Cov(‘;'d(dir),{’d(syn)) = ()

5

Remarque : La contrainte est assez forte puisque grice i elle, on tire toute
I’information de I’estimateur direct et toute celle de estimateur synthétique sans
interférence possible
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On obtient :

MSE(Y4(syn))
MSE(¥, (syn)) + V(¥4 (din) |

ag(opt)=

Ces quantités sont généralement inconnues ; il faut donc les estimer & partir des
données.

Sous l'hypothése cov(i\{d(dir),?d(syn))=0, ces poids optimaux peuvent étre

estimés par

(Y4(syn) — Y4(dir))> - V(¥y(dir))
(Y4 (syn)— ¥y(din)y?

aq(opt) =

3 - 2 - Démarche de Parcell et Kish (79)

Ils ont cherché plutdt & minimiser la moyenne de MSE c'est 4 dire

Min{i zD‘,MSB(?d(com))}
ay; | Dg=1

ce qui conduit A une estimation du poids optimal de la forme :

D -
3. V(¥,(din))
aglopt)=1-—5 Ad=1 = 5
{E 1(Yd (syn) - Y4(dir))

3 -3 - Démarche de Fay et Herriot (79)

Réf : Robert E. Fay I et Roger A. Herriot (1979) «Estimates of income for
small places : an application of James-Stein procedures to census datay.

L’incertitude due & 1’échantillonnage s’écrit :
i’d =Y, +ey4 avec ey erreur d’échantillonnage telle que

E(eq)=0
V(egy) = vyconnue

Cov(eg e, )=0Vd=d

et Y, vraie valeur
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On modélise une régularité sur les Y; supposés corrélés aux X sous la forme
Y, =aXy+b+uyavec uy erreur de modéle telle que

E(ug)=0
V{uy)= s? inconnue

Cov(uguy)=0Vd=d

Application :

Soit ?d =§'d(d) I’estimation directe précédemment calculée dans le cas d’un

sondage a Probabilité Egale Sans Remise.

Nous avons alors le modeéle suivant
Yi(d)=aXy+b+uy+e4
avec E(ug+e4)=0
V(ug+eq) = V(Yg(d)+s?

Cov(ug+egq,u, +eg)=0vd#d

. . 2 . . . .
On doit donc estimer a, b, et 8§  par la méthode des moindres carrés quasi
généralisés. La régression fournit un estimateur qui sera noté ?d(reg(sz))

dépendant de la variance s?.

D (%(d)—ifd(reg(s))f}

On sait que E{E =D-2

41 V(Yy(d)+s”

On uiilise alors la méthode itérative de Newton pour trouver s>, On notera alors Ia

variance trouvée & la nieme itération : s~ (n)
D-2-¢(s*(n))
¢ (s> (n))

Y g 200332
avec ¢(52(n))= g (Yd(d): Yd(reg(zs (n))
d=1  V(Yg(d)+s™(m)

s2(n+1)=s2(n)+

L.’ algorithme converge rapidement en moins de 10 itérations en général vers s ().
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L’estimateur de Fay-Herriot s’écrit alors comme un estimateur combiné de
I’estimateur direct et de I’estimateur de régression avec des poids fonctlon des
variances de ces estimateurs.

Yy (compy) = ag ¥, (d)+(1 - ag)¥y(regs2 (%))
s2(%)

AVEC 8y = —gmmmpene
$°(*)+ V(Yy(d))

Application : la méthode de Fay-Herriot est utilisée pour répartir des subventions
aux gouvernements locaux et a ceux des états des Etats-Unis & partir des resultats du
Recensement de Population et des logements en 1970.
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Les deux applications réalisées a partir
de Penquéte Education 92

1 - Quelques mots sur Uenquéte
‘Efforts d’Education des familles”

=» Objectifs .

Cette enquéte {en abrégé enquéte Education) a été congue et réalisée par I'Insee
avec la collaboration de 1'Tned (F. Héran et C. Gissot) en mai-juin 1992 de facon &
dresser le bilan de I’année scolaire 1991-1992,

Le théme de Péducation y est abordé pour la premidre fois a Plnsee. En effet, jusqu’ici,
les enquétes sur le systéme scolaire étaient réalisées anpres des établissements scolaires.
Elles ne laissaient pas la parole aux parents, nt méme aux enfants.

= Organisation de ’enquéte

Le champ de I’enquéte est constitué par les parents d’enfants 4gés de 2 a 25 ans
scolarisés vivant dans le ménage ou hors ménage.

Les 11703 ménages interrogés ont été sélectionnés par un plan de sondage stratifié
selon Ia taille de Punité urbaine & plusieurs degrés. Tiré dans la base de sondage
de I'échantillon maitre complétée par la base des logements neufs, il y a eu sur-
représentation des ménages ayant déclaré un enfant de cet dge lors du recensement
de 1990 et sous-représentation des logements vacants, secondaires et occasionnels.

L’enquéte repose sur plusieurs sapports

- un questionnaire ‘parents’ qui traite de Pattitude actuelle des parénts én matidre
d’éducation comme le choix de I’établissement, leurs exigences envers I"établis-

sement d’accueil, les dépenses scolaires et extra-scolaires, le temps passé anpres des
enfants, les rencontres avec les enseignants.

- un questionnaire ‘enfants’ {collégiens, lycéens , étudiants) retragant I’opinion de
leurs enfants sur Pécole.

=» La taille de ¥’échantillon des répondants
Ne disposant pas d'une base de donmées précise sur la population des parents

d’éleves dgés de 2 & 25 ans, il ‘est normal de n’obtenir en fin de compte pour le
questionnaire parents que 5265 ménages répondants.
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Mais, les responsables d’enquéte ont estimé le taux de non-réponse ; 1l s’éleve &
3,6% environ. Ils n’ont donc pas effectué de redressement.

=» La population des enfants scolarisés et figés de 2 4 25 ans

. La premiere application porte sur la variable nivean scolaire de 1’enfant tandis que
la seconde porte sur la dépense scolaire par enfant du ménage. Or, la dépense
scolaire par enfant du ménage tout comme le niveau scolaire de I’enfant est déclarée
senlement pour au plus 2 enfants du ménage nommés A et B. Ils sont les 2 premiers
parmi un classement par ordre alphabétique des enfants du ménage et hors ménage,

Par conséquent, dans les 2 cas, un échantillon de 8292 enfants des ménages a été
constitué et Ies poids relatifs 2 chaque enfant des ménages en fonction des poids des
ménages ont éié recalculés. Ainsi, si le nombre d’enfants des ménages vivant dans le
ménage et hors ménage dans le champ de 1'enquéte est

* égal a 1, alors le poids de Penfant sera €gal au poids du ménage
* ggal 4 2, les 2 enfants auront pour poids e poids du ménage

* supérieur a 2, les 2 enfants sélectionnés auront pour poids le poids du ménage
multiplié par le nombre d’enfants du ménage dans le champ divisé par 2.

= Les publications

* Les dépenses d’éducation des familles - INSEE Premigre n°261 - juin 1993

* Les efforts éducatifs des familles - INSEE Résultats n°62-63 de septembre 1994
* ] ’aide au travail scolaire : les méres persévérent - INSEE Premiére n°350 -
décembre 1994

2 - Les effectifs du préélémentaire
et de l'élémentaire en 91/92, par région

=» le choix du ler sujet d’application

La variable d'intérét Y ici est simple ; c’est un effectif. D’autre part, les vrais
chiffres d’effectifs issus des enquétes effectudes auprés de tous les établissements
scolaires publics et privés du ler degré et orchestrées par I'Education Nationale
étaient disponibles. Des comparaisons entre les résultats issus des estirnations et la
réalité ont pu &tre effectuées.
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2 -1 -L'étude

* La population : les enfants scolarisés pendant l'année scolaire 91/92 4gés de 2 a
25 ans

dans I’échantillon n=8292 enfants
dans la population totale N inconnu

* Les domaines : les régions

Nombre : D=22

N, estle nombre d'enfants dans la population de ménages dans le
domaine d

1, dans I'échantilion

* Les variables d'intérét : le niveau scoia_ire.
On définit 2 niveaux d’étude : le Préélémentaire et 1'Elémentaire.

Soit Y, et Z, les variables aléatoires définies ainsi pour chaque enfant k
de la population : '

Y, =1sikePRE
Y= 0sinon

avec PRE = { enfants de la population scolarisés dans Ie Préélémentaire}
Zy =1sikeELE
7= 0 sinon
avec ELE = { enfants de la population scolarisés dans 1'Elémentaire }
* L’objec.tif
On cherche & estimer des totaux des variables d’intérét par domaine d c'est-a-di.re

encore le nombre d'enfants scolarisés dans le Préélémentaire et 1'Flémentaire
par région A partir des données de I'échantillon et de vartables auxiliaires :
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N,
Yg= XY
k=1

Ny
Zy= X7
k=1

¥ La variable auxilidire
On utilisera comme variable auxiliaire I"effectif réel des enfants scolarisés dans le

premier degré par région. Elle est fournie par la la Direction de I'Evaluation ¢t de la
Prospective (Ministére de I’Education Nationale). On la notera X4

* Les vraies valeurs

La DEP fournit aussi le détail par niveau scolaire c’est-2-dire les effectifs réels des
enfants scolarisés dans le Préélémentaire et dans I’Elémentaire par région : Yy et Zy

gue 1'on utilisera i des fins de validation des différentes méthodes d’estimation.
Ona Xd = Yd + Zd
2 - 2 - Les estimateurs calculés

La présentation des estimateurs qui suit est faite avec le préélémentaire Y
uniquement.

1 - Les estimations directes
=» Horvitz-Thompson

- Iy v,
Yy =¥
i=1Pj

=» Cas particulier

Hypothese : le tirage de I'échantillon des enfants est supposé étre & probabilités
égales et sans remise {(PESR).

Le poids de chaque individu est donc égal & p; = %

N N g
Yy(d)=— Xyj
n =]
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Comme N est inconnu, le taux de sondage N peut étre estimé par le rapport du

total national du ler degré dans P'échantillon (enquéte Education 92) sur le méme
total réel (fichier de ’Education Nationale).

D

A dEI(Yd + Z4 Jéchantillon
f==L=

D
dZI(Yd +Zg) population

“» par le ratio estimé avec X effectifs réels du premier degré en 91/92 par

région
Ya(rd)=XyRyg

= L Y,
avec Ry estimation de Ryg = X—d
d

1.’estimation du ratio choisie est celle utilisant {’estimation d’Horvitz-Thompson de
X, dans 2 cas :

* cas général :

~ Yy(h
Rya( =40
Xy(h)
* cas particulier d’un tirage PESR :
g
5 i
Bord) = o) _ 5= LY
yald) =z ———=J-—=—
Xyq(d) Yx; Xs,

i=1
2 - Les estimations synthéligues

Ce sont des estimations synthétiques aniquement par le ratio. L'hypothése sous-
jacente estque R =Ry

¥y(rsd) = X 4Ry

5 Co Y
avec Ry estimation directe de Ry = X

L& aussi on peut distinguer 2 eas pour 1’estimation du ratio :
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* cas général

= Y(h
X(h)
* cas parficulier d'un tirage PESR
)
I ) yl
=10 %

3 - Les estimations combinées
Compte tenu du fait que N, est inconnu, seuls les estimateurs combinés ayant

des poids soit fonction de la variable auxiliaire X, soit fonction de la variance
estimée de I'estimateur direct d’Horvitz-Thompson dans le cas d’un scndage PESR

ont pu &tre construits, L’estimatear de Fay-Herriot noté Y, (FH) aussi a pu é&tre

calculé.
1 - des poids fonction de X

Les poids sont fonction du total ler degré X (source Education Nationale) et de son
estimation d'Horvitz : )A(d(h)

iy = X _ a0+ Zg(h)
aghy=1siaz(h) =1

siag(h) <1

Dr'oir des estimations qui se notent : ifd {cxh...)

Dans le cas particulier d’un sondage PESR les poids s’écrivent :

ag(d)=

Xq(dy .
dy<1
X siag(d)

d
ag(d)=1siag(d)=1

D'on des estimations qui se notent : Y, (cxd...)

2 - des poids fonction de la variance estimée
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Le poids optimal s’écrit - on 1'a vu précédemment ;

2 .
2 V(Yq@@)
d=1

2 . .
dsz“ (syn)—Yg4(dir))

ag=1- siag >0

ag=0sia;<0

Or, on ne connait la variance d’aucun estimateur direct que nous avons calculé. Par
conséquent, il faut 'estimer.

Pour faciliter les calculs, seule la variance de I’estimateur d’Horvitz Thompson dans
le cas ol le tirage est & Probabilités Egales Sans Remise a été estimée (cf. Iere
partie).

Plusienrs séries d'estimateurs combinés avec des poids fonction de I'estimation de la
variance ont été construits. En effet, comme les poids sont aussi fonction des
estimations directes et synthétiques, on peut calculer 8 poids différents et toutes les
combinaisons possibles.

Ces estimateurs seront notés Y, (cvh.) lorsque ad est fonction de I'estimateur
synthétique par le ratio d’Horvitz Thompson (cas général).

Dans Ie cas particulier ol le tirage est PESR, ils seront notés Y,(cvd.).
3 - Pestimateur de Fay-Herriot

Y, (FHa) = ag Y (d) +(1—a4) ¥, (rega)
V(?d(rega))
V(Y,(rega))+ V(Y4 (FHa))

avecay =

La régression linéaire simple associée & ce modéle s’est effectuée avec la variable
indépendante

- du revenu fiscal moyen par région notée FIS

La notation utilisée est ‘}’d (FHF) et ?d (regF) pour les 2 estimateurs {a=F)

- de la population scolaire totale par région notée SCO

La notation utilisée est ‘}'d (FHS) et S?d (regS) pour les 2 estimateurs (a=S)
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2 - 3 - Les résultats

I - Le ealage

Compte tenu de 1’absence de correction des non-réponses, il s’est avéré nécessaire
de réaliser un calage en utilisant les totaux du Préélémentaire (Y=2557940) ou de
I'Elémentaire (Z=4107640) sur la France métropolitaine (fichier de !'Education
Nationale).

Les formules des estimateurs deviennent alors :

N - Y
YC,4(aaa) =Y, (aaa) X =
a(aaa) alaaa) Y (aaa)

o Remarque sur le total du premier degré calé .

XC(aaa) = YC(aaa)+ ZC(aaa)

D . - Z
= - 7 =
d{,} (Y (aaa)x Tana) +Z 4(aaa) X Z(aaa))

=Y+Z4=X

Les estimations du ler degré obtenves aprés calage correcpondent au total réel X,
par construction. ' '

2 - Les statistiques de comparaison

Soit l'erreur relative de l'estimateur calé du Préélémentaire

YC4(ana) - Y,

EC(¥C,(ana)) = S
d

avec Yy vraie valeur

Pour comparer les différentes estimations entre elles, 2 statistiques ont été retenues :
la moyenne et l'écart-type de la valeur absolue de D'écart relatif entre
I'estimateur et [a vraie valeur, calculés sar les 22 régions.
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3 - Les résultats
1 - Au niveau national n=8292 enfants

Niveau scolaire Effectif réel Effectif échantiilon Effectif estimé
YZX yzx Y(h) Z(b) X(h)
[Préélémentaire Y 2557940 1546 2318024
[Elémentaire Z 4107640 2395 3575087
Premier degré X 6665580 - 3941 5893111

Gréce 4 ce tableau, on constate Putilité d’un calage.

2 - Le Préélémentaire

Les estimateurs combinés avec des poids fonction de la variance sont ici les
meilleurs. Sur Pensemble des 22 régions, ils ent les moyennes les plas faibles et
leurs écarts-types sont aussi trés faibles.

e Le classement des estimateurs selon les statistiques de comparaison

Le tableau n°I (p. 341) fournit le classement de tous les estimateurs calculés selon
la moyenne sur les 22 régions. On trouvera en (éte les estimateurs qui combinent
I’estimateur d’Hervitz Thompson dans le cas particulier d’un sondage PESR qui
seul n’est pourtant pas trés performant avec un estimateur synthétique. Ce dernier
apporte sirement beaucoup de sa performance.

On peut aussi remarquer que ce sont ces estimateurs combinés qui ont des poids
fonctions des estimateurs par le ratio (direct et synthétique).

Viennent ensuite en 5&me position du point de vue de la moyenne, les 2 estimations
synthétiques par [e ratio.

Les estimateurs combinés dont les poids sont fonction de X ne sont pas
performants puisque Ie meilleur du point de vue de 1a moyenne atteint déja 5,967 et -
5,089 en écart-type.

L’estimateur de Fay-Herriot n’est pas non plus ‘bon’.
* En utilisant comme variable auxiliaire le revenu fiscal moyen par région, la
moyenne de I'écart en valeur absolue s’éléve & 11,023 et son écart-type & 9,061 a

cause d’'une corrélation entre les 2 variables moyenne (0,753) et de la trés
mauvaise performance de I'estimateur de régression associé. L’estimateur de
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Fay-Herriot tire par conséquent sa maigre performance uniquement de
I’ estimateur direct.

* La variable auxiliaire constituée de la population scolaire totale par région
apporte un peu plus d’information que la précédente & Pestimateur de Fay-
Herriot (Corr=0,983).

e L’annexe 1 fournit

O les valeurs de quelques estimateurs des effectifs du préélémentaire en 91/92 sur
les 22 régions comme

- I’estimateur d’Horvitz Thompson

- I"estimateur synthétique par le ratio

- le meilleur (du point de vue de la moyenne de I'indicateur de comparaison)
estimateur combiné dont le poids est fonction de la variance

[ les écarts associés

[ ainsi que la taille de 1’échantillon par région N .

Cette dernitre information permet d’avoir un regard différent sur les résultats
précédents puis qu’elle permet de constater le réle important joué par n, dans les
estimations région par région.

En particulier, pour la Corse avec 32 enfants dans I"échantillon, on constate une '
forte diminution de I’écart relatif 2 I’estimateur direct & 1’écart relatif & I’estimateur
synthétique ou combiné (de 41 2 6}.

Dans ce tableau, on peut constater & nouveau la bosne performance domaine par
domaine de I’ estimateur combiné dont le poids est fonction de la variance estimée.
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Tableau n°1 : Classement des différents estimateurs d’effectifs d'éléves
scolarisés dans le Préélémentaire en 91/92 selon Ia moyenne de 'écart relatif
en valeur absolue

Type Estimations régionales Moyenne | Ecart-type
CALEES

cv a4(rd, 1sd) Y (d) + (1- a4 (rd, rsd)) Vg (rsh) 2,146 | 1,767 (4)
CV.L ay(drsd)Yg(d)+(1-ay(rd, rsd)¥4 (rsh) 2,152 1,763 (3)
cv aq(rd, rsh) ¥ (d) + (1- a4 (rd, rsh)) Y (rsd) 2,156 1,760(2)
Ccv a4 (rd,rsh)i’d @ +(1- ad(rd,rsh))?d (rsh) 2,162 L757{1)

S ¥4 sy et Ty (esdl) 2,286 1,833
cv (56)
FH _ 1egSCO 5471 7,813
CcX aq (XY (rd) + (1 - a g (X0 ¥ (rsh) 5,967 5,089
CX a4 (X0)¥,; (rd) + (1 - a4 (Xh) Y, (rsd) _ 5969 | 5092
CcX A2

D ' v () 6,962 5,608
FH FHSCO 7,222 7,556
CxX @ '

D _ Y d (rh) 8,747 6,823
CcxX A2)
cv 3
CcX -(2)
Ccv (D
FH FHFIS 11,023 9,061

"D {(d {d) _ 11,474 8,883

CX : ' ()

D ¥ 4 16,661 9,556
FH _ regFIS 72487 | 71462

La légende adoptée dans les 2 tableaux est la suivante :

* pour le type d’estimateur :
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- DD comme direct

- S comme synthétique

- CX comme combiné avec un poids de combinaison fonction de la variable
auxiliaire X

- CV comme combiné avec un poids de combinaison fonction de la variance
estimée

- FH comme Fay-Herriot

* pour signaler Pexistence d’estimateurs (sans en indiquer leur moyenne et écart-
type) et de leur nombre m, on notera leur type commun et...(m)

3 - L’Elémentaire

» Les estimations réalisées pour 1I’Elémentaire sont globalement meilleures
que celles réalisées pour le Prééiémentaire,

s Le classement des estimatesrs selon les statistiques de comparaison est
globalement le méme que celui trouvé pour le Préélémentaire. Les
estimateurs combinés avec des poids fonction de la variance ainsi que les
estimateurs synthétiques viennent toujours en téte.

s Le classement des estimateurs selon les statistiques de comparaison (tableau
n°2 p. 344)

"1 faut noter la trés bonne performance de I’estimatenr de Fay Herriot avec comme
variable auxiliaire le total premier degré DEG due sans doute a4 I'excellente
corrélation entre la variable d’intérét et 1a variable auxiliaire (0,994).

Ainsi méme si on dispose de peu d’informations : un estimateur direct tout A fait
médiocre et une variable auxiliaire trés fortement corrélée mais disponible
seulement en agrégat sur la région, on obtient un estimateur de Fay Herriot tout &
fait honorable ainsi qu’un estimateur de régression.

On trouvera en iéte les estimateurs synthétiques ainsi que tous les estimateurs
combinés ayant des poids de combinaison fonction de la variance et de Yrd et de
Yrsd. Ces poids a, sont nuls ce qui entrafne 'égalité de ces estimateurs avec les

estimateurs synthétiques.

Tout comme pour le Préélémentaire, -on peut remarquer que ce sont les estimateurs
combinés dont les poids sont fonction des estimateurs par le ratio (direct et
synthétique) qui leur succédent mais ils combinent estimateur direct par le ratio -
et non pas le cas particulier d’Horvitz Thompson - avec un estimateur synthétique.

342 Insee Méthodes n® 69-70-71




I’estimateur de Fay-Herriot avec pour variable auxiliaire I'effectif scolaire du
premier degré suit.

Les estimateurs combinés dont les poids sont fonction de X sont 12 encore peu
performants puisque le meilleur du point de vue de Ia moyenne atteint déja 3,739 et
3,171 en écart-type.

¢ L’annexe 2 fournit

O les valeurs de quelques estimateurs des effectifs de I’élémentaire en 91/92 sur les
22 régions comme

- estimateur d’Horvitz Thompson

- I’estimateur synthétique par le ratio

- le meilleur (du point de vue de la moyenne de I’indicateur de comparaison)
estimateur combiné dont le poids est fonction de la variance et différent du
précédent

1 les écarts associés.

{1 ainsi que la taille de 1’échantillon par région
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Tableau n°2 : Classement des différents estimateurs d'effectifs d’éléves
scolarisés dans I'élémentaire en 91/92 selon la moyenne de I'écart relatif en
valeur absolue

Type Estimations régionales Mbyenue_ Ecart-type
CALEES

S Zy{rshy et Z4(rsd) ! 1,380 1,062
CvV {16} 1,380 1,062
Ccv ay (rh,rsh)Z 4 (rd}+ (1= aq (vh,1sh))Z y {rsh) 1,460 1,084
Ccv ad(rh,rsh)id(rd) + (I — ad(rh,rsh))id(rsd) 1,461 1,086
Ccv . aglrhrsd)Z 4 (rd) + (1 - ny(rh, rsd))Z ; (rsh) 1,472 1,096
Cy a4 (rh,rsd)Z 4 (rd) + {1 — a4 (rh,rsd)IZ 4 (rsd) 1474 1,098
(84 24y -

FH regDEG 2,303 2,130
FH FHDEG 2,561 2,665
CyY (6)
CX ag (XWZ4(rd)+ (1 - ayg (XBNZ 4 (rsd) 3,739 3,171
CcxX ag (XIZ 4 (rd)+ (1 —ag{XhYZ ;(rsh) 3,740 | - 3,170
Ccv ..(6)
CcX (2
D Z g (rd) 4,345 3,477
Cv ()
CX )
FH regSCO 4,952 7,703
CX i2)

D Z 4(rh) 5,524 4,256
FH FHSCO 8,845 6,306
CcX D
cv ..(3)

[5:4 (2
Cy (1)
CX (4
FH FHFES 11,107 7,761

D Z4(d) 11,424 7,469

D 7 4(h) 12,70 9,640
FH regFIS 63,427 56,249
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3 - La dépense scolaire par enfant scolarisé dans le
premier degré en 91/92 par région

3-1-1'étude

* La population : les enfants scolarisés pendant l'année scolaire 91/92 dans le
premier degré

dans P’échantillon n=3941 enfants
dans la population totale N=6665580 enfants

* Les domaines : les régions

Nombre : D=22
N, est le nombre d'enfants scolarisés dans le premier degré dans la

population de ménages dans le domaine d
n, dans I'échantillon

* La variable d'intérét : la dépense scolaire.
Elle est définie comme la somme des frais de pension - 1/2 pension (PENSID),
d’inscription et d’assurances (INASS), des achats de fournitures et de vétements
scolaires (FOVET), des dépenses de loisits et de sorties dans le cadre de I’école
(LOSOR), d’achats de livres scolaires (LIVSC), et de titres de transports
{TRANS).

DESCOL=PENSI+INASS+FOVET+LOSOR+LIVSC+TRANS
* L'objectif

On cherche a estimer la dépense scolaire par enfant du premier degré et selon [a
région d ¢’est 4 dire encore

1 Ny
— Y DESCOL;
Ny k=1

avec DESCOL ta dépense scolaire totale de I'enfant du premier degré k

et N Peffectif d’enfants du premier degré dans la population.
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* Les méthodes

Deux solutions s’ offrent alors 4 nous compte tenn de la formule :

Ny :
1 - estimer le total de la dépense scolaire totale par domaine Y DESCOL, puis
k=1 .

diviser cette estimation par Nd

Car, contrairement & la premiere application, N 4 cette fois ci est connu ; c’est

Ieffectif d’enfants scolarisés dans le premier degré dans la population totale
disponible dans le fichier du ministére de I’Education Nationale.

On notera ces estimations MDy

2 - ou bien estimer le tout en prenant en compte par conséquent une estimation de
Nd. Ces estimations seront notées DM

* L'absence de vraies valeurs

Contrairement & I’application précédente, nous ne disposons pas des vraies valeurs
des dépenses scolaires par enfant scolarisé dans le premier degré.

3 - 2 - Les estimateurs calculés

1 - Les estimations directes
=» Horvitz-Thompson

1 - La dépense scolaire par enfant connaissant Nd

. Dy(h
MD 4(h) = Dy(h)
Ny
- 4 DESCOL,;
avecDy(h) = Ed———————l
izl B

2 - On peut aussi ’estimer plus directement par la moyenne

Dg(h)
ng 1
Z_
i=15

DM (h) =
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= Cas particulier : le plan de sondage est PESR

1 - Le poids affecté & chaque enfant est constant et est égal 4 1/f. Ainsi la dépense
scolaire par enfant peut étre estimée par

. D (d)
MD (D) = —4—2
d Nd

n Dy
Dyld)= DESCOL;

i=1

oty | -

avecf =

Z| =

2 - Mais dans I’hypothése PESR, on sait que le meilleur estimateur sans biais d’une
moyenne est la moyenne sur 1’échantillon.

0y
3DESCOL; .«
DM (d) = =1 _Dq4(d)

N4 g

=2 Post-stratifié
1.

MDD, (pst) = % =DM, (h)

d
‘E DESCOL;
. = . D, (h
car Dd (pSt) = Nd izl 'y P; = Nd ngh;
y— d
i=1P{

2 - On peut aussi directement estimer la moyenne

. DM, (h
DM (pst) = NdA—d()
Ng(h)
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= Post stratifié groupé

1 - Les groupes sont les 2 niveaux scolaires du premier degré

n f)d {(pst,)
MDg (pst, ) = ——E
Ny
‘% DESCQOL *Y; ’E DESCOL*Z,
avec Dy (psty) =Yy =1 o Pi +Zg = Y i
Ny, %
i=1 P i=1P;

en adoptant les notations précédentes Y pour le préélémentaire et Z pour

Pélémentaire

2 - On peut la-aussi directement estimer la moyenne & partir des 2 estimations de

moyenne sur les 2 groupes

DYM(h) 7 DZM 4(h)

DM (psty) = Yy —= 4
& Ya(h) Zy(h)

en notant f)YMd (h)et ﬁZMd(h) les estimations d’Horvitz-Thompson  des
moyennes des dépenses scolaires respectivement pour le Préélémentaire et pour

PElémentaire.

2 - Les estimations synthétiques
Elles sont sans biais si I’hypothése de la moyenne est vérifide

Wd :ﬁ].\—/[

=> simple
1-

MDy(sn) = Dqlsn) _ DM(h)
Ny
avec ﬁd(sn) =Ny %ﬂ;
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Ainsi la moyenne synthétique revient & celle calculée par Horvitz-Thompson au
niveau national et son &cart-type sur les 22 régions sera nul.

2 - antre méthode:

A DM(h
DM, (sn) = Ny 1(1(1(1))

= groupé
1 - Les groupes sont les niveaux scolaires du premier degré

DY(h) 7, Dz(h)
Y(h) 7(h)

- 1
MDy(sng) ===(Yy }
Ny

2 - autre méthode:

DYM(h) 7 DZM(h)

DM (snp) = Yy — o=+ Za—5

3 - Les estimations combinées

1 - des poids fonction de la taille du domaine

. Ly A9 = Na(h) siag 51
Soit le poids N4
a4 = 1sinon

1 - Premiére méthode :

On peut alors construire & estimateurs combinés compte tenu des 4 estimateurs
directs du total : Dy(h) Dy(d) Dy(pst) Dy(pstg) et des 2 estimateurs synthétiques

ﬁd(sn) et ﬁd (sng) . Les estimateurs sont alors notés : ﬁd (cNa)

Puis on calcule les moyennes connaissant Nd

D4(cNa)

d

MDy (cNa) ==

avec a e[1,8]
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2 - Deuxiéme méthode

Les estimateurs de la combinaison ne sont pas les dépenses scolaires totales mais
déja des moyennes.

Ainsi, on notera

DM 4(cNa) = agDM 4 (dir) +(1—a4)DM 4 (syn)

aveca € [1,8]

2 - les poids fonction de la variance estimée
I - Premiére méthode :

L’idée ici est la méme que dans "application précédente. On part du poids optimal

2.
2. V(D4(dir))
d=1

ag =1— siag >0

22 . . 3
2 (Dy(syn)—Dy(dir))
=1

ag=0siayg <0

On estime la varlance dans le cas le plus simple ol lestimateur direct est
I’estimateur d’Horvitz Thompson dans le cas ol le tirage est PESR.

Plusieurs séries d'estimateurs combinés avec des poids fonction de I'estimation de la
variance peuvent alors &tre construits.

Ces estimateurs seront notés f)d(cvh.) lorsque ad est fonction de I'estimatenr
synthétique par le ratio d’Horvitz Thompson (cas général).

Enfin, on divise ces dépenses scolaires totales par Nd

Dy(cvh.)

MD, (cv..) =
alev.) N,

2 - Deuxiéme méthode :

L.a variance qui figure dans le poids est celle d’une estimation directe de la dépense
scolaire moyenne. Je 1’ai estimée ainsi :
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VM) =24

d

Le poids optimal est alors estimé par

2, .
: LV(DMy(d))
d=1

ag=1- siag >0

22 . - 9
. (DM (syn) - DM (dir))
d=1

ag =Osiad50

Les estimateurs combinés de ce type seront alors notés :

DMy(cv..)

3 - Pestimateur d’Hidiroglou

. . n d
Soitle poids &, = —
d

1 - 1&re méthode :
Dy (BLUP) = agD4(pst)+(1—aq)D4(sn)
D4(BLUP)
Ny
Les poids de la combinaison sont trés faibles. Ainsi,

MD4(BLUP) =

MD4(BLUP) ~ MD,4(sn)
2 - 2&éme méthode ;
DM (BLUP) = a4,DM4(pst) +(1-a4)DM4(sn)
4 - Pestimateur de Fay-Herriot
1 - 1ére méthode :

Dy(FHa) = agDy(d)+(1—a4)D(rega)

V(ﬁd {rega)

YO 8 = (D g (roga)) + V(D4 (FHa)
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- avec le revenn fiscal moyen par région
La notation utilisée est D4(FHF) et ﬁd (regF) pour les 2 estimateurs (a=F)

- avec les effectifs d’enfants scolarisés dans e public par région
La notation utilisée est Dy(FHP) et Dg(regP) pour les 2 estimateurs (a=P)

Ensuite on calcule la moyenne en divisant par Nd : ﬁMd (FHP)
2 - 2&me méthode :
avec la proportion d’effectifs d’enfants scolarisés dans le public par région

DM 4 (FHP) = a,DM 4(d) +(1 —ag)DMq(regP)
V(DMg(regP))
V(DM (regP)) + V(DM4(d))

avecay =

3-3 - Les résultats

1 - Au niveau national
Les dépenses scolaires par enfant estimées sont les suivantes :

Niveau scolaire MD(d) = DM(d) MDih) DM(h)

Préélémentaire 974,6 936,7 848.8
Elémentaire 1473,3 14273 12423

Premier degré 1277,7 12343 1091,3

Les intervalles de confiance des estimations des dépenses scolaires par enfant

estimées dans le cas d'un tirage pesr sont les suivants :

Niveau scolaire < MD(d) = DM(d) <

Prédlémentaire 884,6 974,6 1064,6
Elémentaire 1398,5 1473,3 15482

Premier degré 1219.6 1277,7 13358
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2 - Au niveau régional

Comment comparer les estimateurs entre enx ne connaissant pas la dépense
scolaire des enfants du premier degré réelle?

- comparer leur moyenne ou leur écart-type sur les 22 régions ?
- regarder les différences entre toutes les estimations région par région ?
Le tableau n°3 fournit 1a moyenne sur les 22 régions des différents estimateurs

Tableau n°3 : Classement des différents estimateurs de la dépense scolaire
par enfant du premier degré en 91/92 selon leur moyenne empirique sur les 22
régions

Type Estimations régionales Moyenne
D MD 4 (h) 964,44
D . f 1111,06

MD(d)= Dy () ’
d
D DM (hy =MD, (pst) 1121,32
b MDy (pst,) 1133,02
b DM g4(d) 1141,60
D DM (pst) 1337,23
D DMq(psty) 2599,71
8 MD,4 (sn) = DM(h) 1234,33
5 MD4(sn1) 1240,96
CN agD 4 (dir)+ (1 —a4)D4(syn) de 1017,10
Ng a 1147,09
c MD 4 (BLUP) 1234,27
cv a4D4(dir) + (1—2a4)D 4 (syn) de 1171,70
N, a 1224,66
FH . 3 —a.D 1096,06
MD 4 (FHP) = agDg(d)+(1—ay)Dg(regh) s
Ny
Fil A 5 —a )b 1093,17
M (FHE) = 204 @+ (1= 20)Dq (regF)
Ny
FH DMy (FHP) = a,DM(d) + (1 - a4)DM(regP) 1166,96
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Conclusion

Il est bien évident que le sujet n’est pas épuisé et que de nombreux estimateurs sont
encore A appliquer ne serait ce que sur cette enquéte comme les estimateurs de
Battese, Harter et Fuller, les estimateurs temporels et Vestimateur hiérarchique de
Bayes.

D'autres études sur de nouvelles enquétes- ménages mais aussi sur des enquetes—
entreprises peuvent étre envisagées...

Je vois dans le logiciel POULPE de calcul de précision développé par 1'Unité
Méthodes Statistiques une ouverture intéressante puisqu'il permettrait 2 la fois de
calculer les variances des estimateurs nationaux dans différents cas de sondage plus
élaborés que le tirage PESR et d’utiliser ces formules de variance pius appropriées
dans le cas des estimateurs combinés. De plus, il pourrait estimer les variances des
estimateurs sur des domaines ce qui permettrait une comparaison

En effet, la partie qui me semble intéressante & développer a ce stade de la recherche
est celle concernant la comparaison des performances de ces différents.
estimateurs. Cefte comparaison de précision peut &tre faite sur l'ensemble des
domaines ou domaine par domaine...

Singh, Gambino et Mantel souligne dans leur derniére étude Ilmportance de
mesurer les performances des estimateurs sur chacun des domaines.

‘L'élaboration de méthodes qui permettraient d'estimer ['Erreur Quadratique
Moyenne pour des domaines pris individuellement devrait figurer parmi les
priorités de recherche.’

L'autre idée intéressante soulignée par Singh, Gambino, Mantel est de prévoir
foutes fes utilisations d'une enquéte avant d'élaborer son plan d'échantillonnage -
et par la-méme les estimations sur petits domaines. Ainsi, les plans de sondage des
srandes enquétes doivent étre établis de (elle sorte que Jes données inférées sur des
domaines préétablis qualifiés de 'planifiés' soient fiables. Un arbitrage entre la
nécessité de recourir & ’estimation pour domaine et le désir d’obtenir une certaine
efficience aux niveaux d’agrégation supérieurs s'impose alors.

'‘On devrait prendre conscience de la question des petites régions dés le début de
la conception des plans de sondage pour les grandes enquétes’

Singh, Gambino, Mantel

'Les Petites Régions : Problémes et Solutions’ (94)
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