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Introduction

Le logiciel POULPE (Programme Optimal et Universel pour la Livraison de la
Précision des Enquétes) écrit en langage macro SAS, permet d’évaluer la précision
de statistiques issues d’enquétes par sondage complexes, en particulier les enquétes
auprés des ménages ou des entreprises réalisées par 1'Insee. Son utilisation suppose
de pouvoir décrire rigoureusement le plan de sondage et de disposer des données
permettant de calculer les probabilités d’inclusion.

Outre le traitement des données issues de plans de sondage classiques comportant un
nombre arbitraire de degrés de tirage, de strates et des procédures de tirage diverses
(probabilités inégales, tirages systématiques,...), le logiciel POULPE int&gre aussi le
traitement des enquétes en plusieurs phases, la prise en compte de la correction de la
non-réponse ainsi que celle du redressement par le logiciel CALMAR.

Le type de statistique dont le logiciel POULPE est capable de chiffrer la variabilité
est général. Ainsi, la statistique peut étre le total d’une variable ou une statistique
complexe, fonction de plusieurs totaux de variables (moyennes, ratios,...). Dans ce
dernier cas, la méthode de linéarisation, programmée dans le logiciel, permet de se
ramener a I'estimation de la variance d’un total d’une variable synthétique.

Ce papier constitue une version courte d’un document plus ambitieux qui recense
’ensemble des principaux éléments méthodologiques utilisés ou développés par
'UMS (Unité¢ Méthodes Statistiques) pour mettre au point la premiére version du
logiciel. Ce document paraftra prochainement dans la série « Méthodologie
Statistique » des documents de travail de I'Insee.

Par rapport aux autres logiciels présents sur le marché permettant d'évaluer Ia
précision des enquétes par sondage, le logiciel POULPE présente les spécificités
suivantes :

» des formules d’estimation de la variance utilisables dans le cas d’un sondage
« direct » : sondage aléatoire simple a probabilités égales, sondage systématique,
sondage équilibré, sondage aléatoire simple 3 probabilités inégales. Dans ce
dernier cas, on utilise une formule d’estimation de variance qui ne nécessite pas

la connaissance des probabilités d’inclusion double ;

Uwrilisation de la récursivité : les formules récursives d’estimation de variance
dans les plans de sondage complexes permettent d’estimer la variance d’un
estimateur en appliquant successivement les formules d’estimation de variance

.
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dans le cas d’un sondage «direct» aux différents «branches» de I'arbre
décrivant ie plan de sondage ;

« le traitement des enguétes en deux phases dans le cas oll la premiére phase est
quelconque et la seconde phase est un sondage poissonnien ou un sondage
stratifi€. Cette particularité du logiciel est trés importante pour I'INSEE; en
effet, beaucoup d’enquétes ménages ont un plan de sondage & deux phases avec
une sur ou sous représentation d’une partie des logements au moment du tirage.
De plus, en assimilant le fraitement de la non-réponse totale par repondération &
une phase supplémentaire, cette spécificité nous permet de prendre en compte la
correction de la non-réponse ;

« le traitement des enquétes en trois phases dans le cas ol la premiére phase est

quelconque, la seconde phase est un sondage stratifié et la troisiéme est un
sondage poissonnien.
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1" partie - Traitement des sondages « directs »

On appelle sondage «direct», les algorithmes qui extraient d’un fichier un
échantillon ayant certaines propriétés. Ce terme s’oppose a celui de « sondage
décomposé » ol I'échantillonnage est décomposé en plusieurs sous-
échantillonnages. Dans un ultime sous-échantillonnage {c¢’est-a-dire dans le sous-
échantillonnage conduisant 2 la sélection des unités enquétées), on réalise un
sondage «direct». La sélection d’unités d’échantillonnage non ultimes se fait
également par ce type de sondage. '

Apres avoir défini les notations utilisées, nous décrirons les différents types de
sondage « directs » disponibles dans le logiciel.

1. Notations

sl P . ) N
La variable d'intérét est notée ¥ et nous souhaitons estimer son total Y = Z | Yl .

Onnotera T; = P(i € échantillon), 7t;; = P(i et j & échantillon), fes probabilités

d’inclusion simple et double.

L'estimateur classique d'Horvitz Thompson défini par z i est un
lES

estimateur sans biais de Y (c'est-a-dire que la moyenne pondérée des valeurs de cet

estimateur obtenues sur tous les échantillons possibles de taille n correspond 2 la

vraie valeur Y).

Sa variance et son estimation de variance sont respectivement :

V(%)= S 3y 2L e

ieUjeU T;
A ( ) z Z l_] TETC yl_.y_-‘..
" T, T
ies jes ij 1 V]
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I1. Principaux types de sondage directs

Trois principaux types de sondage directs sont disponibles dans le logiciel
POULPE : le sondage aléatoire simple, le sondage systématique et le sondage 2
probabilités inégales.

Sondage aléatoire simple

Dans le cas d’un sondage aléatoire simple sans remise, les formules de variance et
d’estimation de variance se simplifient et deviennent :

g2 Z(Yi _?)2
)=N*(1-£)=— on 8% = &0 ———

V(? n N-1

—\2
&2 Z(Yi -y)
)=N2(1-f)= o s’ = It ——
n

A n
V(Yﬂ — ot f=—

Sondage systématique

D’aprés la théorie de I’échantillonnage, comme un sondage systématique est la
réalisation d’un sondage en grappe oi I’on ne sélectionne qu’une seule grappe, il est
impossible d’estimer la variance pour ce type de tirage. Cependant, sous diverses
hypotheses liées a la modélisation, il est possible d’obtenir des estimateurs corrects
de la variance. Ainsi, en supposant que les données sont rangées dans le méme ordre
que celui précédant Je tirage systématique, Ia formule retenue dans le logiciel
POULPE est : ‘

/A t2
V(Y. )= N2 (1- f)—

1 _n—l 2

ﬂ Z(Yi -¥; +1) avec Y, qui représente la valeur de la variable

n-— p
i=1

Y pour le iéme individu du fichier .

oil t2=

Sondage a prebabilités inégales

Le cas des tirages a prdbabilités inégales pose un probléme beaucoup plus délicat
que les types de sondage directs présentés ci-dessus. En effet, les formules
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d’estimations de variance ne se simplifient pas et par conséquent présentent deux
inconvénients :

+ le premier est de recourir a des sommes doubles qui sont numériquement lourdes
a calculer et sans doute assez instables. Ainsi, lorsque I'échantillon compte 100
individus, les sommes doubles comptent environ 5 000 termes. Cette difficulté
est toutefois surmontable, surtout si on réalise qu’en pratique, on ne mettra en
ceuvre le tirage & probabilités inégales que pour des échantillons qui n'exciédent
pas une cu deux dizaines d'unités ;

» le second inconvénient est plus délicat & résoudre. Les formules en question font

en effet appel aux probabilités d'inclusion d'ordre 2 (Ies Tl:ij), probabilités pour

que les couples (i, j) soient dans I'échantillon. Or, sauf dans le cas de sondage a
probabilités égales, les probabilités doubles Ty ne sont pas connues et ne sont

pas calculables pratiquement ou au prix de calculs importants.
Dans le cadre des sondages & probabilités inégales, plusieurs formules
approximatives d’estimation de variance se ramenant 4 des sommes de carrés et ne

faisant pas intervenir les probabilités d’inclusion doubles ont été comparées :

@ La premiere formule d'approximation de la variance est due 3 B. ROSEN
(1991)

(5 (20(2)) 1)

n-1% "
avec D(%):Zs: aki—‘;/gak
akz(l_nk)log(l_nk) /7,

@ Deux autres approximations peuvent étre obtenues i partir de la thécrie
décrite par J.-C. DEVILLE (1993}

()= 5 Z0-m) (%_DZ[%DZ

D'on D, (y / TI:) est la moyenne pondérée par les (1 - Tti) des quantités % .

i
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vz(m=:§¥§(l““i>[%—l’z(ﬂf

s
i=1

avec a; = (I—Tti) Z(l-—?ti).

ies

Les simulations décrites dans le document de J.-C. DEVILLE et C. VITE SAN-
FEDRO (1993} indiquent que quelle que soit la taille de la population, les résultats
‘sont satisfaisants dés que la taille de I’échantillon dépasse 8. Par contre, pour de trés
petits échantilions et de trés petites populations, on obtient une sous-estimation de la
variance pouvant atteindre 20%.

La formule retenue dans le cadre du logiciel est \71 (XA’R) .
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2™ partie - Traitement des sondages décomposés

L. La stratification

La population est scindée en H parties (appelées strates) & partir d'informations
auxiliaires. On réalise un tirage indépendamment dans chacune de ces strates. Un

H
estimateur sans biais du total de la variable Y est Y = th ol Y, est un
h=1
estimateur du total de la variable an sein de la strate h. Les tirages étant

H
indépendants d’une strate 3 une autre, on a V(Y) = 2 V(Yh)
h=1

I1. Le tirage a plusieurs degrés

Dans le cas de sondage 2 plusieurs degrés, on utilise un systtme récursif da a T,
DURBIN (1955) et amélioré par D. RAJ (1966) puis par J.N.K. RAO (1975). Nous
nous contenterons dans ce document d’en exposer le principe général. Plagons-nous
tout d’abord dans le cas d’un sondage en grappe. L’estimateur du total de la variable
dintérétest: Y = Zyk / Ty oli s est 'échantilton des grappes et T, la probabilité
kes
d'inclusion d’ordre 1 de la grappe k. Pour les trois types de sondage exposés dans la
partie précédente, on connait un estimateur de la variance f (ys), ot f (ys) désigne
une forme quadratique des y, de s. Dans le cas d'un sondage aléatoire simple, par
exemple, on a en notant N la taille de la population, n celle de 'échantillon et Yy la

moyenne dans I’échantillon :
I 1 -
() =21 3 (-5
~\n NJ%

Plagons-nous maintenant dans le cas d’un sondage & deux degrés. Dans ce cas, le
total de la variable Y dans P’unité primaire k noté y, est remplacé par un estimateur

f{k bati sur un échantillon s, d'unités secondaires de I’unité primaire considérée. Un
estimateur du total de la variable d'intérét Y est donc :

?z ZZ S}k/nk'
kes .
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D’aprés RAT (1966), un estimateur de variance sans biais pour cet estimateur est

V(§,)=£@,)+ —
s T

o V, est un estimateur sans biais de la variance de ¥y et f(ys) est
l'estimateur de variance correspondant au premier degré,

Ce principe, exposé dans le cas d’un plan de sondage a deux degrés, se généralise &
un plan de sondage & n degrés a condition de le décrire par un arbre dont les nceuds
sont I'Univers, les unités primaires, les unités secondaires ... A chague nceud est
associé un type de sondage noté TS (Sondage aléatoire simple a probabilités égales,
inégales,...) indiquant la fagon dont sont échantillonnées les données au niveau du
neeud considéré (se reporter a I'article de J.-N. Petit}).

Pour obtenir une estimation de la variance, il faut disposer pour chaque TS mis en
ceuvre dans le plan de sondage :

. d'une formule donnant un estimateur sans biais de la forme :
~ _ yk . P
t= 2— (linéaire)

Ty

. d'une formule donnant un estimateur de la variance de t:

(Y- (quadratique)

On "remonte” l'arbre depuis les éléments terminaux jusqu'a I'Univers. Ainsi dans
tout plan de sondage complexe, la variance d'un total estimé par ['estimateur
d’Horvitz-Thompson peut étre évaluée & partir des fonctions f relatives a4 chaque
forme de sondage direct et de procédés récursifs qui viennent d'tre déerits.

III. Les sondages en plusieurs phases

Nous détaiflons dans cette partie le traitement dans POULPE des enquétes en deux
phases. Celui des enquétes en trois phases (correspondant & un plan de sondage en
deux phases dont la seconde phase est elle-méme composée de deux phases) repose
sur le méme principe. '
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IIL1. Principe

Un sondage en 2 phases correspond 4 2 sondages successifs qui s'appliquent aux
mémes unités :

@ un premier échantilion §; est sélectionné & I'aide des techniques proposées

précédemment. On suppose qu’une information supplémentaire est disponible
pour toutes les unités de S, ;

@ un échantillon s, est alors tiré de 8; en utilisant les techniques précédentes.

La réalisation d’une enquéte en deux phases permet en particulier de recueillir une
information auxiliaire auprés de l'échantillon 1&re phase et de P'utiliser pour optimiser le
tirage de I'échantillon deuxigéme phase. De plus, la correction de la non-réponse globale
est généralement appréhendée par une modélisation d'une phase de sondage
supplémentaire. Ainsi, les enquétes de 1'Tnsee se modélisent en général en trois phases : la
seconde phase correspond 4 une sur-représentation au moment du tirage de I’échantillon
et la troisieme correspond & une correction de fa non-réponse totale.

I11.2. Sondages en 2 phases

I11.2.1. Cas général
lére phase :
Un échantillon §,, de taille i1, est tiré d'une population U selon un plan de sondage

PS,. On note T; la probabilit¢ d’inclusion de Punité i , T; la probabilité

ij
d’inclusion double des unités i et j et A]ij =TT W

2¢me phase :
Un échantillon 8, de taille n,, est tiré de S, selon un plan de sondage PS,. On

e e g TV . 2
note les "probabilités d'inclusion” liées a ce tirage : p;, py et Al = Pij — PiPj-
1
Estimateurs

On montre que (voir par exemple C.-E. SARNDAL, B. SWENSSON et
J. WRETMAN (1992), p. 347 et suivantes) :

« Y= Z Yi est un estimateur sans biais du total Y = 2 Y,
ies, ;P iel
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Y= z est un estimateur sans biais dutotal Y = ZYI
ies, D; iel

ViY)-3 3 ali e |3 T a2t 2

1 1
ielU  jeU g TC TC tes;  jes) g ﬂ: p] TC p
= variance 1&re phase + variance 2&éme phase

ol Esl désigne l'espérance relativement a la loi de probabilité de 8.

] 2

IF)=% ¥ S TR THE eI TR TR

ies, jes, TC” plj LS ﬂ: ies, jes, p!J LS pl ; pj
= variance estimée l&re phase + variance estimée 2&me phase

{/(‘I") est un estimateur sans biais de V(‘I’)

Programmation de la formule (1) dans le logiciel
. Sous réserve d'une description compléte du plan de sondage PS,, le logiciel sait
calculer des quantités de la forme :

l

ZZ ZZ"'ZZAZZ

ies, jes, m; ies, jes,
T, — |, T, -7
avec A #__J_, Aii =—
TC T, n ;

Cette guantité correspond & [a variance estimée du total de Ia variable Z, pour le
sondage en une phase PS,. On rappelle que les termes A; ne sont en général pas

explicites, mais calculés récursivement et implicitement dans le logiciel (car les Tt

ne sont pas connues), a laide de formules, exactes ou approchées, permettant
d'estimer la variance a chaque degré de tirage. '

« De méme, sous réserve d'une description de PS,, le logiciel sait calculer des
quanutes de la forme :
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2

22 ZZ—ZZBZZ

i€s; jes; pg P; p_] ) ies;  jes,
avec By PiTPiPy » By= l_zpi
P; P; P; P

C'est donc la 1ere partie de la formule (1) qui pose probleme, car elle s'écrit :

Z z _Y, ¥; ouencore: Z Z —'Z z (11)

iesy jesy ies;  jes; plj
y; sli€s;
eén posani z, = )
0 sinon

Méme si les p; étaient connues (ce qui n'est pas le cas dés que PS, est un peu

complexe), I'expression (1') n'est pas calculable telle quelle par le logiciel, ni en
dehors du logiciel puisque les A (i # J) ne sont en général pas connues,

J.C. DEVILLE (1993) a proposé des "éléments pour une solution générale” de ce
probleme. La complexité de la programmation 3 mettre en @uvre dans ce cadre a
conduit a €carter temporairement cette solution, étant donné que les cas de sondage
en 2 phases rencontrés dans la pratique conduisent 2 des simplifications dans la
formule (1). Ces "cas simples” sont obtenus lorsque Ie sondage 2&me phase est

- poissonnien (c’est-d-dire que chaque unité i de I’échantillon l&re phase est
sélectionnée de fagon indépendante avec une probabilité connue Pi), ce qui va

permetire la prise en compte par le logiciel de certains traitements de la non-
réponse

- stratifi€, avec un sondage aléatoire simple dans chaque strate, ce qui va
permettre de traiter les enquétes en 2 phases tirées dans I'échantillon-maitre ainsi
que le traitement de 1a non-réponse par groupes de réponse homogéne.

Dans ces deux cas, le principe consiste & décomposer le terme (1) en différents
termes qui peuvent étre calculés soit par récursivité par le logiciel soit directement
car ils ne font intervenir que des probabilités d’inclusion simples. Nous exammons
successivement ces deux exemples,

184 Insee Méthodes n® 84-85-86



I11.2.2. Sondage 2éme phase Poissonnien

Un plan de sondage poissonnien conduit 2 des probabilités dinclusion doubles qui
vérifient :

. . 2 . .
Py=pipjsiizj=A;=0 sii#]

Avec cette hypothese, la formule (1) s'écrit :

W=% 3 myIYﬁE P > (y T

i€s,  jes, _| ies; ni pi
1- P y
""z y1+2 An Yy [_—_]-{-z -
tes, ]ESZ j iesy Pi ies; _i
= Z Z Aij Vi ¥;
ies; jes;
oll ¥ estune nouvelle variable définie sur 8, par : yj" =4, SLIE S,
0 sinon

Cette quantiié se calcule dans la "fonction arbre” du logiciel.

. et @ qui sont des sommes simples se calculent directement & partir du
fichier de données d’enquéte.

La somme des deux termes la et 1b correspond 2 estimation de la variance 1ére
phase. Le terme 2 correspond & Pestimation de la vanance seconde phase. Le
logiciel POULPE génére automatiquement la variable y a partir de la variable

d’intérét ¥ et calcule les trois termes.

H1.2.3. Sondage 2éme phase = sondage aléatoire simple stratifié

L'échantillon 1&re phase 8, est scindé en H strates S, (h =1 H), de tailles N, .
Dans chaque strate S;, on réalise un sondage aléatoire simple sans remise avec le
taux de sondage f;, ce qui détermine un échantillon s,, de taille n, =f, N,.
L'échantillon 2éme phase S, est formé par la réunion des §,, . '
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La quasi -totaiité des enquétes en 2 phases tirées dans 1'échantillon-mattre sont
réalisées selon cette méthode, 2 des fins de sur-représentation de certaines catégories
de logements ou de ménages (par exemple sur-représentation de certaines catégories
socioprofessionnelles ou de certaines catégories de logements comme dans l'enquéte
"Conditions de Vie").

Probabilités d'inclusion

p; =1y Sl 1€8),
1P =f T si iespetjesy ,h#h
n, —1 1-f
Gl =t—=f2 /| 1+ 2 si letjesy ,i#]
Pjj hNh—l h ny 1 J€ 51 ]

Le premier type de probabilité d'inclusion doubie correspond au cas oi: les unités i et
J appartiennent & des strates de seconde phase différentes ; le second au cas ot i et j
appartiennent & la méme strate.

Estimateurs

Y=3 > y'f -ZNh EYI = 2Ny 4,
h ies,, h Dy, 1esn, h

:f_
1

La variance estimée de cet estimateur s'écrit ;

1

( ) 2 2 ¥; ¥, + variance estimée pour un SAS stratifiéde la variable Ji_y,

ies, _|Es2 b
DD e IRy
ies, _}Es2 h Iy, 11_}‘iesi,1

©+@
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Calcul dans le logiciel

O-y3a,Ll
ST T AL

h iy, jE8ay P Py Oy -1

DRAIELE If;)

@3y 5 and+3yTa

i€es;  jes; h ies, jes,

L0 1 . con
ol Z,Z...Z ...Z sontdes nouvelles variables définies sur s, par :

0 _ disiie S5
Zi =\ P
0 sinon
R
w2 [~ b gijes, h=1..H
0 sinon
ct@ se calculent directement & partir du fichier de données

d’enquéte.

La somme des deux termes Ia et 1b correspond 4 I’estimation de la variance 1ére

phase. Le terme 2 correspond & I’estimation de la varlance seconde phase. Le

logiciel POULPE génére automatiquement les variables z° s A AN A partir

de la variable d’intérét ¥ et calcule les trois termes dont seul le terme 1a s’ obtient
avec le principe de récursivité.

I1L.3. Remarques

D’aprés plusieurs études menées & partir de I'enquéte "Conditions de Vie” réalisée
par I'Insee en 1993, qui est une enquéte en deux phases sur-représentant au moment
du tirage les logements "défavorisés” (N. CARON (1996)), nous avons obtenu des
résultats surprenants. En effet, les variances des estimateurs de paramétres d'intérét &
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faible coefficient de variation sont estimées a partir du logiciel par des quantités
fortement négatives ou anormalement faibles.

Ce phénomene s’explique par le fait que pour les enquétes en deux phases lides a
une sur-représentation au niveau du tirage de I'échantillon dont la seconde phase a
6t réalisée par un tirage systématique tout en conservant Fordre du tirage (c'est-a-
dire unité primaire aprés unité primaire), nous nous plagons dans le cas le plus
défavorable au sens ol I'estimation de la variance premiére phase est négative. En
multipliant le nombre d'unités primaires, le phénomene ne fait que s'accentuer
comme c'est le cas sur I'exemple de l'enquéte "Situations Défavorisées”. En effet, fe
plan de sondage de 1ére phase de cette enquéte est & plusicurs degrés et son plan de
sondage de 2de phase est stratifié avec réalisation d'un tirage systématique dans
chaque strate. Ainsi, les variances estimées de la premiére phase par le logiciel pour
I'estimation du nombre de femmes ainsi que pour celle du nombre d'actifs sont

respectivement -17 109 et -3 109.

Dans la version actuelle du logiciel, la solution au probléme des estimations de
variance négatives est la suivante : si le logiciel POULPE a obtenu une estimation
de variance (de la premitre phase) négative, I'utilisatevr en est averti par un
message.

La solution de remplaceinent qui sera développée dans une version ultérienre du
logiciel sera la méthode de réplication. Celle-ci permetira de reconstituer
artificiellement un échantilon premidre phase et d'évaluer sur ce dernier
I’estimation de variance due & la premiére phase.

IV. Le calcul du Design Effect

Le logiciel POULPE calcule la précision obtenue en considérant que les données
sont issues d’un plan de sondage aléatoire simple. Ce calcul permet de comparer la
variance obtenue par le plan de sondage complexe a celle qu’on aurait obtenue si le
plan de sondage avait €t€ celui d’un plan de sondage aléatoire simple. Le rapport des
deux estimations de variance est appelé en théorie de sondage le « design effect »
(deff) ; il permet en particulier d’apprécier un effet grappe si le plan de sondage est
A plusieurs degrés.

1V.1. Définition
Soit Y (respectivement ?S AS) I'estimateur d'un total Y d'une variable ¥ pour

un plan de sondage quelcongue (respectivement un plan de sondage aléatoire simple
sans remise de taille fixe égale A celle de I'échantillon effectivement disponible) ;

188 Insee Méthodes n°® 84-85-86



Par définition,

Vi)

Deff =
Vsas (Y

SAS)

oll V(Y) est la variance de Y et Vgug (YS AS) est la variance de Yguq en

considérant un plan de sondage aléatoire simple.

IV.2. Estimation de 1'effet de sondage
pour les enquétes en une phase

Le "Design Effect” est estimé par :

A v (Y)
Deff =———
Vsas (YSAS )

ot V (Y) est estimé & partir du logiciel POULPE avec le "vrai” plan de sondage et
oit Vgug (?s AS) est un estimateur sans biais- de Vg AS(YS AS)- On démontre

qu’un « bon » estimateur de Vg (YS AS) sous un plan de sondage complexe est :

VS'AS(?SAS) _ |1 (1—%] NZY_R_{ZY_kT +¥(¥)

n s Mg s Ty

2

. nas
qui peut différer nettement de P'estimateur traditionnel N 2(1 - E]_ si les poids
n

sont trés différents.,

Or:

\A/({()= Detf \/?SAS(?SAS)
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Fa¥
En approiimant N par N = ZL et 1— Deff (1—- n-1
T Ty n N-1
obtenons :
A 9(9)
Deff = I I ]
n— " —\2
— 1_ — N N —_
n ( N - 1] % Tck (yk Y)
— Vi 1
avec . y=zﬁ" 2——
s x/ s Mg

IV.3. Estimation de I'effet de sondage
pour les enquétes en plusieurs phases.

] par 1, nous

Pour les enquétes en plusieurs phases, Vgag (YS AS) est estimée par :

r

1 r—-1\.~ 1 2
S R Y = (7 -
( N—l) g’n’; (v -7)

®
onr est le nombre d’individus dans la derniére phase et 7;, représente la probabilité

d'inclusion "totale” de l'unité k (c’est-a-dire le produit des probabilités d’inclusion

qui correspondent aux différentes phases).

190 Insee Méthodes n° 84-85-86



3 partie - Traitement des statistiques complexes

On appelle statistique complexe toute fonction non lindaire de totaux de variables,
comme un ratio, ¢’est-a-dire le rapport de deux totaux. Pour le traitement de leur
cstimateur, le logiciel proctéde comme le logiciel de calcul de la précision suédois
CLAN par linéarisation des fonctions a estimer, a 1'aide de la formule de Taylor de
développement en série (approche formalisée par Woodruff en 1971). Ainsi, le
principe consiste a remplacer le calcul de la précision d’une statistique complexe,
par celui d’un estimateur d’un total d'une variable artificielle qui est une fonction
Iinéaire des variables observées dont on sait estimer la variance. Ce principe est
détaillé ci dessous.

1. Notations

On s'intéresse a I'estimation d'une fonction de q totaux sur la population définie par :
6= f('Yl...Yk...Yq) o Y, = Z ¥y = total de la variable ¥,

iel
Onnote Y, = zy—k’ l'estimateur de Horvitz-Thompson de Y,

ies i

Dés que f est une fonction non linéaire, le parametre 6 est dit "complexe”, Celui-ci

o~

est estimé en remplagant chaque total Y, par son estimateur Y, : on obtient ainsi

l'estimateur par substitution 6 = f({fl...Yk Y )

I1. Linéarisation de ©

On suppose que f est une fonction dérivable,  dérivées partielles continues, et que

{[k — Y, est une "petite” variation (en O, (1/ vn ) ).

On peut alors écrire :

6-o0 i(ifk - Yk)aa—;((Y]...Yk...Yq)+ 0,(1/n)= gak(ﬁ?k =Y, )+ 0,(1/n)

k=1

avec a, = aan(Yl...Yk...Yq)

k
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Le ler terme de l'expression de droite est d'espérance nulle: O est donc un
estimateur "approximativement sans biais” de @ (le biais est négligeable si n est
assez grand).

On peut donc confondre variance et erreur quadratique moyenne, et écrire :

v(8) = EQM{0) = (A - 9) = E[Za (. -Y )]2 = v(gak?k) puisque EY, =Y,

k=l

gz 3t (3

en introduisant la variable Enéarisée Z définie par :

=ii(Y...Y Y)Y
k._.IaYk f k q ki

2 %
On obtient donc : V() ZZ( _nn)n_nJ

iel jeU i

qui, siles a, étaient connus, serait estimée par :

o)~z y

54
ies jes ij J.l:i J‘l:j

Les a; dépendent des totaux Yk inconnus ; on remplace ces totaux par leurs

estimateurs Y , soit :

by = (e Y X,

2y,
9@ n
etonpose Z; = Zakyki , ce qui conduit & l'estimation de V(Q) :
k=1
V(@)= 3 L tE TRy R 2
ies jes ij ni nj
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II1. Applications

@ ratio

Le logiciel POULPE : aspects méthodologiques

2; =“1‘(yk —ﬁxk)

o

193



4™ partie - La prise en compte de la non-réponse totale

Les enquétes par sondage sont généralement confrontées au probléme de la non-
réponse. On distingue deux grands types de non-réponse: la non-réponse totale
lorsquun individu échantillonné ne fournit aucune réponse A l'ensemble du
questionnaire et la non-réponse partielle lorsqu'un individu échantillonné ne
répond pas & une partic plus ou moins importante du questionnaire. Chaque type de
non-réponse nécessite une technique particulidre de correction. Les méthodes de
repondération, principalement utilisées pour compenser la non-réponse totale,
consistent A augmenter judicieusement le poids d'échantillonnage des répondants.
Par contre, dans les méthodes d'imputation employées pour la non-réponse partielle,
les réponses manquantes sont remplacées par une (ou plusieurs) valeur(s)
"plausible(s)".

Dans la premigre version du logiciel, seule la correction de la non-réponse totale est
prise en compte pour 1’évaluation de la variance. L’idée consiste & modéliser le
mécanisme de la non-réponse et 4 introduire une phase de sondage supplémentaire.

D’aprés la théorie développée par J.C. Deville dans le polycopié du cours pour les
statisticiens européens (1997), les techniques usuelles de correction de la non-
réponse totale peuvent &tre traduites par des équations de calage particuliéres.
Réciproquement, Futilisation de CALMAR sur un fichier dont la non-réponse n’a
pas été traitée par une méthode classique de repondération permet non seulement de
limiter les fluctuations dues a I’échantillonnage mais aussi de corriger la non-
réponse totale. Nous parlerons dans ce cas de non-réponse corrigée implicitement
par CALMAR. Ce cas sera développé dans la 5&me partie.

1. Traitement de la non-réponse dans une enquéte
en une phase au niveau de Uéchantillonnage

Comme la présence de non-réponse est modélisée comme une phase de sondage
supplémentaire, on se retrouve dans le contexte d'un sondage en 2 phases :
. lére phase: tirage de 1'échantillon total s (répondants + non-répondants)
(s, =s=1UT)
+ 2éme phase : tirage de 1'échantillon des répondants (S2 = r), selon un "plan de
sondage™ défini par les probabilités de réponse. '

p; = probabilité de réponse de ['unité i

P;j = probabilité pour qué les unités i et j répondent.
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En général, les comportements de réponse d'unités différentes sont indépendants,
C’est-i-dire Py = P; Pj S11# J. On se trouve donc dans le cadre d’une enquéte

en deux phases, a cette nuance prés que les probabilités de réponse P, ne sont pas
connues. L'estimation de ces probabilités par des quantités 131- peut étre obtenue

selon différentes méthodes qui introduisent des contraintes supplémentaires
(autrement dit, la relation p;; =p; p; si1# j n'est plus forcément valable au

niveau des estimations) :

¥ modélisation de la forme p, =G (Zi C), en particulier 3 I’aide d’un mod2le logit
ob Z; est un vecteur de variables explicatives du comportement de réponse. Les

estimations de p; sont P, =G (Zi 6) ot ¢ estun estimateur convergent de c.

* groupes de réponses homogines: La population est divisée en sous-
populations supposées homogénes au sens de la non-réponse. Elies sont
constituées aprés réalisation de l'enquéte en examinant en général le critdre
répond / ne répond pas en fonction de variables connues pour les répondants et
tes non-répondants. On peut par exemple réaliser une régression logistique sur
I'échantillon pour choisir les variables auxiliaires les plus explicatives de la non-
réponse ainsi que pour effectuer des regroupements adéquats de modalités pour
définir les sous-populations. Le taux de réponse est estimé par le rapport

I
f, = <A on Iy estle nombre de répondants dans la sous-population h et n, le

n,
nombre d'individus de T'échantillon de la sous-population h. Ce mode
d'estimation introduit des contraintes supplémentaires qui conduisent i utiliser
les formules de la seconde partie en considérant que I'on a réalis€ un SAS
stratifié pour la seconde phase.

* redressement direct par CALMAR sur l'échantillon des répondants. Cette
méthode est détaillée dans la 5&me partie.

1l suffit donc de remplacer dans les formules de la seconde partie les p; par les 13'; .

I1. Traitement de la non-réponse dans une enquéte
-en deux phases au niveau de ’échantillonnage

On se place dans le cadre d'une enquéte en 2 phases, ol le sondage 2éme phase est
un SAS stratifié€, et ol la non-réponse totale a été corrigée par une méthode de
repondération (autre que CALMAR). La non-réponse génére une 3&me phase de
sondage. Les formules a appliquer correspondent a celles d’une enquéte en trois
phases en estimant les probabilités d’inclusion de la 32me phase.
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5™ partie - La prise en compte du redressement
par CALMAR

1. Estimateurs en présence de redressement par calage

On ne considére ici que le cas d'un calage "simple” de 'échantillon "final" sur des
totaux connus sur Pensemble de la population, CALLMAR transforme les poids
"initiaux" des unités, notés di, en poids "finaux", notés W, tels que les W, soient
les plus proches des d; tout en vérifiant les "équations de calage” :

zwi x, =X

X; est un vecteur de variables auxiliaires (xf...x.k)
X est le vecteur connu des totaux de ces variables sur la population

i

W
Le rapport des poids d—, appelé aussi facteur de calage, est de la forme :

%zF(X; b)zgi

i

ol | F est une fonction dépendant d la méthale de calage utilisé&
b est un vecteur de multiplicateurs de Lagrange

L'estimateur par calage du total Y d'une variable d'intérét est :
Yy = z w, Y,
ies
Selon les cas, les poids initiaux d; sont:
¢ les poids de sondage —, ol les T; sont les probabilités d'inclusion
i
|

; Py

e les poids de sondage corrigés de 1a non réponse
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D'aprés Iarticle de J.-C. DEVILLE et de C.-E. SARNDAL (1992), l'estimateur par
calage est équivalent (asymptotiquement) & l'estimateur par régression, dont la

variance vaut :
U.
(2e)

ies i

ol U, est le "vrai” résidu de la régression de Y sur les variables de calage, sur U.

~

Pour estimer la variance de Y, il suffit donc de disposer d'une formule
donnant la variance estimée du total d'une variable d'intérét ¥, de remplacer
les ¥, par les g.(i. dans cette formule, oit les U, sont les résidus de la
régression, dans s, de Y sur les variables de calage (ot les unités i sont pondérés
par les W,). Les variables résidus sont calculées directement dans le logiciel
POULPE.

Une autre variance estimée possible consiste a faire g, =1. Méme si les auteurs

recommandent plutdt la premiére formule, c’est la seconde qui est programmée dans le
logiciel puisqu’elle ne requiert pas en entrée les pondérations d’extrapolation finales.

I1. Estimation de variance en l'absence de non-réponse

En I'absence de non-réponse (ou en présence de non-réponse mais non corrigée, ni
explicitement, ni implicitement), I'application des résultats du paragraphe précédent
donne :

IL.1. Sondage en une phase

V(T,)=T Y —20 (g a)(g, 0,

fes jes Wy by T

ou .gi =W, T,
I1.2. Sondage en 2 phases, avec sondage 2éme phase SAS stratifié

i

On applique la formule donnée dans la partie 2 en remplagant les y, par les g, U
ol g, =W, T, ’
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I11. Estimation de variance
en présence de non-réponse corrigée explicitement

CALMAR transforme les poids d; = Lﬂ (poids de sondage corrigés de la non-
i Pi

réponse, ol les ﬁi sont les probabilités de réponse estimées) en W,. On peut

appliquer les résultats précédents aux cas suivants.

I1L.1. Sondage en une phase

On applique les formules de la partie 2, en remplagant les y, par les g; ﬁi,
etles p, par les p,.

I11.2. Sondage en 2 phases, avec sondage 2éme phase SAS stratifié

On applique les formules d’une enquéte en trois phases en remplagant les y; par les

g; U, eten estimant les probabilités d’inclusion de la 2&me et de la 33me phase,

IV. Estimation de variance en présence
de non-réponse corrigée implicitement par CALMAR

1
CALMAR transforme les poids d;, =— enw,. Ce calage "direct" réalise
T,
1
simultanément une correction de non-réponse {et génére donc une phase
supplémentaire) et une réduction de la variance (calage sur des données externes). Si

on considére que les probabilités de réponse sont estimées par

~ -1 ' W, . . , .
B =g =F(xb)= ~- (voir E. DUPONT (1993)), on risque dobtenir des

1
probabilit€s supérieures 4 1. Une étude particuliére est nécessaire pour savoir si les
formules développées précédemment s'appliquent encore. Dans le cas de données
corrigées implicitement de la non-réponse par CALMAR, voici la démarche
proposée dans la premigre version du logiciel POULPE ;

. aye. - ’ ' Y r a
* considérer que la probabilité de réponse est constante et gale 3 p = — olrestle
n

nombre de répondants et n la taille de I’échantilion.

+ traiter le fichier avec une phase supplémentaire en considérant que la dernigre
phase est un sondage poissonnien de paramétre p et que les poids ont &té
modifiés par CALMAR. '
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