ECHANTILLONNAGE EQUILIBRE PAR LA
METHODE DU CUBE, VARIANCE ET
ESTIMATION DE VARIANCE

J-C. DEVILLE et Y. TILLE
CREST-ENSAI

Résumsé

La méthode du cube permet de sélectionner des échantilions avec des
probabilités d’inclusion fixes et tel que l'estimateur de Horvitz-Thompson
restitue exactement les totaux des variables de contrble. Elle généralise la
plupart des techniques utilisant de 'information auxiliaire dans un plan
de sondage, comme la stratification ou le tirage & probabilités inégales.
Apres un exposé de la méthode, nous donnons une approximation de la
variance de ces plans, et une estimation de cette approximation.

Un plan de sondage équilibré est une procédure d’échantillonnage qui sélec-
tionne des échantillons répondants aux contraintes suivantes: Pestimateur de
Horvitz-Thompson de variables de contrdle est égal aux totaux de ces variables.
Bien que I'exposé soit simple, sa réalisation est difficile. La recherche d’algo-
rithmes permettant de sélectionner des plans équilibrés n’est pourtant pas une
préoccupation nouvelle. Yaies (1949), Thionet {1953, pp. 203-207) et Deville,
Grosbras et Roth, {1988) ont proposé des méthodes intéressantes mais insuf-
fisante & divers titres. Royall et Herson (1973), dans le cadre d’une inférence
basée sur le modele, mettent en évidence l'intérét des plans équilibrés mais
préconisent, faute de mieux, I'nsage d’un plan aléatoire simple sans remise qui
équilibre......en moyenne! La méthode du cube que nous proposons a Pavantage
d’&tre exacte quand il existe une solution exacte au probléme d’équilibrage, et
donne une approximation optimale quand une solutien exacte est impossible.

Elle permet enfin dans certains cas, de fournir une méthode assez simple de
calcul et d’estimation de la variance des estimateurs de Horvitz-Thompson.

L'application de la macro Cube au tirage des unités primuires de I'échantillon-maitre est traitée dans
larticle de G. BOURDALLE, M. CHRISTINE et L. WILMS : "échantillons maitre et Emploi”.
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1 Plans équilibrés, définition

Suppesons que p caracteres auxilaires zp, ..., 2, solent disponibles c’est-a~
dire que les vecteurs des valeurs zg = {Zg: ... 2gj ... 2kp)’ prises sur les p
caractéres auxifiaires solent connus sur toutes les unités d’une population UV de
taille N. La connaissance des valeurs des caracséres auxiliaires z; permet de
calculer les p tofaux

Tz = Z zkj,j =1,
kels

t, = sz.

Quand ’échantillon est sélectionné, on peut calculer Pegstimateur de Horvitz-
Thompseon des p variables auxiliaires

ou sous forme vectorielle

tz,“r - PR

ks

ce qui peut également s’écrire sous forme vectorielle

tor = Z .
Tk

ked

Llobjectif est d’estimer le total ¢, du caracsérs d'intérét dont les valeurs ne sond
connues que sur les unités sélectionnées dans ’échantillon & Dalde de l'estimateur
de Horvitz-Thompson _

o~ . yk'

b =) T

T
kes "
L’objectif d’un tirage équilibre consiste 4 exploiter toute l'information awd-
lizire. On utilise & la définition suivante:

Définition 1 Un plan de sondage p(s) est dit équilibré sur les caraciéres auri-
liagres 21, ..., 2p, 5t ef sevlement st il vérifie les dquations d’éguilibrage données
par

o~

tzr = iz, (1)

ce qui peut égelement 3'écrire

ka—jzzzkw (2)

kEs Tk kel
pour tout s C U tel que p(s) > 0, et pour tout § =1, ..., 1.

Remargue
L’expression (2) équivaut &

Var (?z,,) = 0.

16 INSEE Méthodes



Exemple 1
Un plan de sondage de aille fixe n est équilibré sur la variable z; = 7, k € U

En effet,
Zz—k=Z:1:n.

ks 'k res

Exemple 2

On suppose que le plan de sondage est stratifié et que dans chaque strate Uy, =
1,..., H, de taille Ny, un échantillon de taille ny est sélectionné & probabilités
égales, alors le plan est équilibré sur les H variables drp, de valeurs

Sop 1 sikeln
BTl 0 sikeUs.

En effet,

pour h=1... H.

Cependant dans beaucoup de cas, il n’est pas possible de vérifier exactement
les équations d’équilicrage données.

Exemple 3
Suppascns que N = 10,n = 7,7 = 7/10,k € U, ¢t que le seul caractére
auxiliaire soit z; = k, &k € U. Alors, un plan équilibré est tel que

k
g k,

ce qui implique que ), o & doit Btre égal & 55 x 7/18 = 38,5, ce qui est impoes-
sible, car 38,5 n’est pas entier.

L’exemple précédant mantre met laccent sur la difficulté considérable des
plans équilibrés: Il existe un probléme d’“arrondi” qui empéche les contraintes
d’équilibrage d'3tre exactement satisfaites. Cest pourquoi, on cherche un plan
de sondage qui vérifie exactement les contraintes si c’est possible, et approxima-
tivement si ce ne 'est pas. On verra pius loin que le probléme d'arrondi devient
négligeable si la taille de I'echantillon est grande relativement anz nombre de
contraintes.

2 Représentation d’un plan de sondage sous forme
de cube

La méthede du cube (voir Deville et Tillé, 2000) est basée sur la représen-
tation. géométrique d'un plan de sondage. Les 2% échantillons possibles (ou
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F1g. 1 - Echantillons possibles dans une population de faille N = 3

soug-ensernbles} de U7 (si on considére que lensemble vide @ est un échan-
tillon) peut étre représenté par 2V vecteurs de RV de la maniére suivante:
s = (I{l €sl..., Ik € s},.. I[N € 5]), olt ITk € §] prend comme valeur 1 si
k € 5 et 0 sinon. On peut alors Interpréter chaque vecteur s comme le sommet
d’un N-cube (hypercube de BY). Un plan de sondage de probabilités d’inclusion
T peut alors 8ire défini comme une loi de probabilités p(s) sur 'ensemble des
sommets du N-cubs telle que

Es)= Y pls)s =,

8ES

oll T = [mg] est le vecteur de probabilités d’inclusion. Un plan de sondage est
donc une combinaison inéairs convexe (4 coefficients positifs} des sommets d'un
N-cube.

Un algorithme d'4chantillonnage peut donc étre interprété comme

Un cheminement aléatoire qui permet d’atieindre un sommet du N-cube &
partir d'un vecteur 7 peut done &tre interprété comme un algorishme d’échan-
tillonnage. De plus, se ce cheminement respecte des coniraintes, il peut étre

. considéré comme un plan équilibré La figurs 1 montre la représentation géomé-

rique d’un plan dans une population de taille V = 3.

3 Echantillons équilibrés
La méthode du cube se décompose en deux phases: la phase de volet la phase

d’atterrissage. Dans la phase de vol, 'objectif est de transformer aléazoirement
le vecteur des probabilités d’inclusion 7 en 0 ou 1 tout en vérifiant exactement
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les . uotraintes. On montrera que l'on peud toujours arriver 4 un vecteur de O
cu de 1 & exception de p coordonnées. On aboutit ainsi & un vecteur w* dors
N — p valsurs valent 0 ou 1 et p sont comprises strictement entre 0 et 1. Clest;
ce qu'on appelle une p-face du cube. La phase d’atterrissage consiste 4 gérer le
mieux possible le fait que les équations d’équilibrage (1) ne peuvent pas étre
exactement satisfaites et & obtenir un échantilion issu de la p-face ot a conduit
la phase de vol.
Les équations d’équilibrage (1) peuvent également s’écrire

ZkELf BkCr = ) par 2Ty (3)
e € {0, 1}, ke,

oft ay = Zx/mp, k € U, ef ¢y est égal 2 1 si Punizé & est dans "échantillon et §
sinon. Le systeme d’équations {3) avec les z; donnés et les ¢p inconnus définit
un sous-espace affine de BY de dimension N -~ p que Pon note Q.

Si on définit A comme la mairice de dimension p x N donnée par A =
{a;...ag...ay), on remarque que § = 7 + Ker A, ot Ker A est le noyau de
A sutrement dit Ker A est le sous-espace linéaire engzendré par les vecteurs de
{ue RY[Au=10}.

L'idée principale pour obtenir un échantilion équiiibré consiste & chelsir un
sommet du N-cube {un échantillon) qui reste sur le sous-espace lindaire @ cu
qui est proche de &) quand ce n’est pas possible. Si C représente le N-cube dans
RY dont les sommets sont les échantillons de U, Pintersection entre C et () est
non-vide, car 7 est A Uintérieur de C ef appartient & . L'intersection entre un
N-cube et un sous-espace linéaire définit un polyedre convexe X qui est défini
formellement par K = CNQ = {[0,1}¥ n{7w +Ker A)} et est de dimension
N —p, car il est infersection d’un N-cube et d’un plan de dimension N —p qui
& un point a Uintérieur de €.

Définition 2 Un point exiréme d'un conveze de R, est un point qui ne peut
pas §'éerire comme une comnbinaison lindatre de points de ce conveze.

Définition 3 Un polyédre convexe est un conveze dont le nombre de points
eztrémes est fini.

Définition 4 Seit D un polyédre conveze, un sommet de D est défini comme
un pothi gui ne peut étre éerit comme une combinaison hinéaire conveze 4 coef-
ficients positifs des autres points de D. L’ensemble de tous les sommets des D
§’éerit Ext(D).

Par exemple, on a #Fzt(C) = 2%. Comme K est un polyedre convexe, le
nombre de sommess Brt(K) de K est fini. De plus, chaque point intérieur de
K peut s’écrire comme au moins une combinaison linéaire convexe & coefficients
positifs des sommets.

Définjtion 5§ Un échantillon s est ezactement éguilibré si el seulement sis €

Ext{CYn Q.
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On remargue quune condition néeegsaire pour frouver un échantillon exacte-
ment équilibré est que Ezi(C} 1 Q # §.

Définition 6 Un systéme d’éguations d’équilidrage peut éire

(i} ezactement satisfoit si Ext{C) N Q@ = Ezt{CNQ),

fii) approzimativement satisfait si Ext(C)nQ =0,
(i) parfois satisfait si Ext(C) N Q # Ext(CNQ), et Ext{CYNQ # 0.
Théoréme 1 Sir = [ry] est un point extréme de K alors #{ki0 <y <1} < p.

Démonstration (par l’absurde} Soit A* la matrice A restreinte aux unités non-
entigres de r autrement dit restreinte 3 U* = #{kj0 < rp < 1}. Stqg= #U* > p,
alors Ker A* est de dimension q—p > 0, et r n’est pas un peint extréme de K. O

Tes trofs exemples gui suivent montrent que le probléme d’arrondi peut
étre vu géométriquement. En effet, les équations d’équilibrage ne peuvent étre
exactement vérifides quand les sommets de K ne sont pas des sommets de O,
c’est-a-dire quand g > 0.

BExemple 4

En figure 2, un plan de sondage dans une population de taille N = 3 est exa-
miné. La seule contrainte consiste i fixer la taille de Péchantillon n = 2, donc
p = letz; = 7,k € U. De plus, les probabilités d'inclusion sont telles que
w4+ e + wg = 2. Dans ce cas, ’équafion d'équilibrage peut. 8tre vérifige exac-
tement.

Exemple 5

Dans la figure 3, on donne l'exemple du cag oi le sous-espace des contraintes ne
passe par aucun sommet du cube. La seule contrainte (p = 1) est donnée par ia
variable auxiliaire z; = 0,22 = 6 X mq et 23 = 4 x 73. De plus, les probabilités
d'inclusion doivent satisfaire "équation 6 X me +4 x w3 = 5. Il est alors impos-
sible de vérifier exactement 'éguation d’équilibrage. I’équation d’équilibrage
peut seulement étre vérifide approximativement.

Exemplie 8

Dans la figure 4, or donne 'exemple du cas ol le sous-espace des contraintes
passe par deux sommets du cube mails un sommet de 'intersection n’est pas un
sommet du cube. La seule contrainte {p = 1) est donnée par Ia variable auxiliaire
71 = m1,29 = 3 X 72 et 73 = mp. Les probabilités d’inclusion doivent satisfaire
I'équation: w1 + 3 X 7o + 73 = 4. L’équation d’équilibrage peut seulement &sre
parfois satisfaite.
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F1G. 2 — Contrainte de tatlle fize : tous les sommets de K sont des sominets du
eube
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F1G. 3 — Aucun des sornmets de K w'est un sommet du cube
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F1G. 4 — Deuz des sommets de K sonié des sommets du cube, mais {'auire ne
Pest pas

4 La martingale équilibrante

Les deux phases de la procédure peuvent &tre résumées comme suit. A la
fin de la premiére phase, un scmmet de K est choisi au hasard de manitre &
ce que les probabilités d'inclusion w4,k € U, et les équations d’éguilibrage (1)
soient exactement satisfaites. La phase d’asterrissage est nécessaire seulement si
le sommet de K atteint n’est pas un sommet de O, et consiste 4 gérer au mieux
le relichement des coniraintes (1) de maniére 4 sélectionner un échantillon,
c’est-a-dire un sommet C.

Une méthode générale pour réaliser la phase de vol consiste & utiliser une
martingale équilibrante définie comme suit:

Définition 7 Un processus stochastique & femps discret 7w(t) = [m(t)],t =
G,1,... dans RY est appelé martingale équilibrante pour un vecteur de probabilités
d’tnclusion 7 et les varicbles auxtlioires 21, ..., 2y, 81

1. w(0) =m,
2 Emimit -1} o, w0} =t - 1),t = 1,2,...

3. w(t) e K={[0,1)%N{mw+Ker A)}, ot A est une matrice de dimension
X N donnée par A = (zy /71 ... 2x/7k . ZN/TN) .

Une martingale équilibranse est donc telle que (¢ -- 1) est en quelgue sorte au
milieu des valeurs possibles de 7(2).

Théoréme 2 5i () est une martingale éguilibranie, alors
() Blw(®)] = B (s — 1)) = .. = E[w(0)] = .
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() > awmelt) = > agme =t;,6=0,1,2,...

REU RGU
i) Quand le martingele équilibrante a#emt une face de K, alors elle reste
“collée” sur cette face.

Démonstration (i) est évident. (i) découle du fait que @(¢) € K. Pour (i),
quand (¢t — 1) appartient & une face, (¢ — 1) est la moyenne des valeurs pos-
sibles de w(¢) qui doit donc aussi appartenir A cette face. O

Le théoréme 2 (1ii) implique directemens que (i) si mg(¢) =0, alors mp{t+h) =
0,k =0, (ii) sl ma(t) = 1, alors mx((+ k) = 1,k > 0, (iii} les sommets de X sont
donc des états absorbants.

5 Implémentation de la phase de vol

La probiéme pratique consiste & trouver une méthode qui atteint rapidement
un sommet mals qui reste néanmoins fertement randomisée. La famille de solu-
tions suivantes permet d’atteindre un sommet de K en IV étapes au plus:
D’abord on initialise avec #w{0) = 7. Ensuite, aux instants £ = %,....,7, on
répéte les trois élapes suivantes:

1. On génkre un vecteur quelconque (aléatoire ou non) u(t) = [ug{t)] 7% 0 tel
que {4 u(¢) est dans le noyau de la matrice A, (%) ug(f) = 0 s me(t) soit
entier,

2. On caleule A\I{2) et A3(t), les deux plus grandes valeurs de A1 {¢) et As(t)
telles que 0 < (t) + M (Bu(t) < 1, et 0 < W) — A(Bu(t) < 1. Om
remarque que A;{t) > 0 et A (%) > 0.

3. On sélectionne enfin
&) = 7t — 1)+ AT(f)u¢) avec une probabilité g (2) (@)
)= Tt - 1} — A5 {t}u(t) avec une probabiiité g (%),
ot g1 (8} = A3 (8)/{A1 () + A3(t)} et qult) = AT(8)/{AL(8) + A2 ()}

Cette étape générale est répétée jusqu’a ce quil ne soit plus possible de trouver
un vecteur u(t) = [ug(t)] (aléatoire cu non) tel que (i) u(2) sait dans le noyau
de A, (H} ug(t) = 0 sl wx(t — 1) est entier.

On voit bien que cetie procédure définit une martingale équilibrante. En
effet,

1. Le processus est initialisé par w{0) =

2. Delexpression (4),ona E[w{|w(t — 1), ..., wO)] = w(t-1),t =1,2,...,
cat Blm(@)iwx(t —1), ()] =w(t - 1),t=1,2,...

3. Comme u(t) est dans le noyau de A, on obtient par (4), que 7{t) reste
toujours dans K = {[0, 1] N (7 + Ker A)}.
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A chaque étape, au moins une composante du processus est définitivement
arrondie & 0 ou & 1, autrement dit 7(¢) a au moins une composante entidre
de plus que (¢ — 1). Donc (1) est sur une face du N-cube (sur un cube de
dimension N — 1 au plus), 7(2)} est sur un cube de dimension N - 2 au plus, et
ainsi de suite.

Soit T l'instant ol la phase de vol est terminée. Le fait de ne plus trouver
de vecteur u(T + 1) tel que (i) u(T + 1) est dans le noyau de la matrice A,
(3) up (T + 1) = 0 sl 74x(T) est entier, montre que la martingale équilibrante a
atteint un sommet de K, et donc par le théoréme 1 que #{0 < m(T") <1} < p.

6 Implémentation de la phase d’atterrissage

A la fin de la Phase delyol, la martingale équilibrante a atteint un sommet de
K mais pas necessa,lrement un sommet de C. Solt g le nombre de composantes
non-entitres de ce sommet: Sig=0, I algorithme est terminé. 81 ¢ > 0, certaines
contraintes ne peuvent pas étre atteintes exactement. Les contraintes doivent
alors &tre reldchées pour atteindre un sommet du N-cube proche en un certain
sens du point extréme déjd atieint. Soit T Ia dermere etape de la phase 1, par
simplicité on note 77 = [m] = w(T).

Définition 8 Un échantillon s est dit compatible avec un vecteur w*° gi mp —~
ITk € 8] = 0 pour tout k tel que 7} est entier. Soit C(7*) V'ensemble des échan-
tillons compatibles avee 7.

Remarque
Le vecteur 7" est donc sur une g face.

Le probléme consiste & chercher un plan de sondage p(s),s € § qui four-
nit des échantillons s € C(#*) qui donnent une bonne approximation pour les
équations d’équilibrage, ce qui peut s’écrire:

Z ay Z apmE = Z ap g, (5

kEsla=C{T0") kel kel

Une bonne approxdmation devrait minimiser une fonction de la matrice variance-
covariance de estimatéur de Horvitz-Thompson des totaux des variables auxi-
liaires donnée par

V:a,r (?,_ ) Z Z zkz’“ AM AAA (6)

23 kEU-ﬁEU

A, = Tht = TRTL sik#£
ke = mp{l —mg) sik=4~L

et A = [Ay] = Var(S). La matrice A est Y'opérateur variance-covariance
de 'estimateur de Horvitz-Thompson. Cet opérateur peut &tre scindé en deux

parties
A= Ar+FBAym-,
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oit Ay est la pariie due 2 la phase de vol
Ap=VarES | 7)) =Var ("),
et A7+ est la partie due 2 la phase d'atserrissage

AI}!‘,’T‘ =Var (S i ﬂ"} = Z p(slﬂ-')(s . .n-r:(s _ ,R,,..)f,
$EC(TT™)

et ple|m™) ast la probabilité de sélectionner 'échantillon ¢ étant donné que la
phase de vol s’est terminde sur 7.
Comme AAFA’ =0,0na

Var (’i?m) = EVar (’t‘m | 71"") =E{Ad xA").

A la fin de la phase de vol, le probléme consiste 4 trouver le plan de sondage
p{sfm*) qui minimise une fonction de la matrice Var(t,, | 7*). Considérons
la. matrice positive M = [my;] de dimension g X ¢. On ne considérera que des

fonctions particulidres de Var (?m [ 7:"‘) de type M-trace:

i

M-trace Var (’t\m | ‘n"') trace {M x Var (?:\m I ﬂ"“)}

S plsiwt)(s — 7)Y A'MA(s - 7). (7)
sEC(TT")

ff

Si Cls) = (s — ")) A'MA(s — 7*) définit le “colt” associé & V'échantillon
s, minimiser la M-trace consiste 3 minimiser le colt conditionnel moyen par
rapport & 7, et peut 8tre obtenu en résolvant le programme linéaire suivant,
sur tous les ¢ € C(1r*), de manidre & trouver le meilleur plan de sondage p{.|7m*) :

min Z Csip(sin™),
[T )sec(‘n")
sous les contraintes

S plsimty =1, (8)
sE€C{TT")
ST psw) =m kel
$€C(TT* )53k
0 <p{sjm™) < 1,8 € C{m™).
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Soit " ={kelU|0<n; <1}, ¢g=#U" et s =snU* Le programme
iinéaire (8) peut aussi s’écrire

min »_ C(s™)p*(s™),
p(JrCW
sous les contraintes

e Cl=

Z P is*y=mi ke U™,
3" CU"|s" Sk
d<pis™) <1, sC U™

Ce programme linéaire ne dépend plus de la tailie de la populaiion mais seule-
ment da nombre de variables déquilibrage, car ¢ < p. Il se restreint donc aux 29
échantillons possibles et peut donc &ire généralement résclu avec une quinzaine
de variables d’équilibrage.

Il est impertant de souligner qu’un programme lindaire aboutit 4 la sélection
d'un plan & support minimal au sens de la définition suivanse:

Définition 9 Soit p(.) un plen de sondage sur lo population U de prodbebilités
d'inclusion m, et B = {sip{s) > 0}. Un plan de sondage p(.) est défini sur un
support minimael, 3i et seulement st il n'existe pas d’ensemble By C B tel gque
By £ B, ef

> pols) =m, kel (10)
s By

o une solution en py{s).

Théoréme 3 Le programme lindatre (8) a au moins une solution définie sur
un support minimal.

Démonstration

Supposocns que le plan de sondage p(.) ne soit pas défini sur un support minimal.
Alors le systdme linéaire (10) a un nombre fini de solutions définies sur un sup-
port minimal noté p1(.), ..., ps (). Comme p(.) peut s’écrire p(s} = }:;:1 Ajpi(s),
avec des coeflicients positifs A, ef Ej:l A; = 1. Le plan & support minimal avec
le plus petit cofit moyen 37, .op;{s)C(s) a un plus petit coltt moyen gue p(.).
.

81 le nombre de variables auxdliaires est trop grand pour résoudre le pro-
gramme linéaire par I'algorithme du simplexe, alors, 2 la fin de la phase d’atter-
rissage, une variable auxdliaire peut directement &tre supprimée. Une contrainte
egt alors relichée et il est possible de retourner & la phage de vol jusqu'a ce
quiil ne soit & nouvean plus possible de se déplacer dans le sous-espace des
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contraintes. Les contraintes sont done railichées successivement. Pour cesie rai-
son, |} est nécessaire de trier les variables par ordre d’importance de manieére 3
ce que les contraintes les moins importantes sclent d’abord reliachées.

Quelle que soit la variante choisie pour la phase d’atierrissage, Pécart entre
Pestimateur de Horvitz-Thompson et le total peut étre majorée.

Théoréme 4 Pour n'importe quelle application de lo méthode du cube

zk:,-
g

‘Ezj‘rr - t.‘.‘j, S. DX ?Eagfc

La démonstration est donnée dans Deville et Tillé (2000). L'écart est donc né-
gligeable quand le nembre de variables d’équilibrage est petit. En particulier,

oo

quand le iirage est 4 probabilités égales 7 = n /N, on obtlent

-~ N N
ae b | S L X maien| = O (';:r :

Il faut évidemment ajouter que cette borne considers la pire des situations, alors
J q P 1
que la phase d’atterrissage vise justemsent & trouver la meilleure.

7 Choix de la fonction de coit

Un probleme délicat consiste & choisir le codts C'(s). Le choix de C(.) est une
décision qui dépend des priorités du gestionnaire de Uenguéte. Comme on I'a vu
dans 'expression (7}, le colt est défind au moyen d’une matrice M.

TUn codt simple peut étre construit ar moyen de la somme des carrés des
coefficients de variation

Tonls) —12,)
Ci{s) = Z _(M»__i (11)

2
i %

ol ?zj,r(s) est la valeur prise par ﬂj,,_ sur I'échantillen s. Le coiit €1 (.} est une
M-trace ot M est une matrice diagonale avec les 1/ tﬁ}. sur la diagonale.
Une autre possibilité consiste 3 utiliser M = [mgs] = (AA") 1 alors

G(s) = (s— 7V A (AN Als~ 7).

Le choix de 4 {.) a une interprétation naiurelle donnée par le théoréme suivans

Théoréme 5 La distance enire un échantillon s ef s projection euclidienne
sur le sous-espace des coniraintes est donnde per

Ca(s) = (s ~ ) A (AAY " A(s — 7). (12)
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Dérmeanstration La projection d’un écantillon s sur le sous-espace des contraintes
vaut L
s—A'(AAY T Als — ).

La distance euclidienne enfre s et sa projection est donc
(s—TVA (AA) T A(s—T) = (s— 7" +T* —7) A’ (AA) T Als~70" + 77" —7r)

et comme Al — ) =0, (12) découle directement. i

Le cofit Cy(.) peut donc &tre interpréié comme une simple distance dans Y .

8 Echantillonnage non-équilibré

La méthode du cube peut &ire utilisés sans information awdliaire. Une proce-
dure d’échantillonnage intéressante est le plan de Poisson qui consiste & réaliser
des tirages indépendants pour chaque unité. Le plan de Poissor peut &tre obtenu
au moyen de la méthode du cube en prenant u(t) tel que us(t) =1, et ug{£) =G,
sik#t Ensuite Aj(£) =1 —m, A2(d) = me,

A1) = (ry{t) ... (&) 1 wgei-..ww)  avec la probabilité ¢4 (£)
ST (). me—1{t) 0 Feqr...wN)  avec la probabilité go{2),

olt g {t} = m et gt} = 1 - m;. Chague unité est donc sélectionnée indépendam-
ment des autres.
9 Application aux plans simples

Le plar simple sans remise de faille fixe peut également s'écrire trés sim-
plement comme un cas particulier de la méthode du cube. Supposcns que
7 = (n/N ... n/N ... n/N), et que la seule variable auxiliaire utilisée soit
zx = n/N,k ¢ U. Pour conserver la taille fixe, on peut utiliser un vecteur n{1)
défini & partir d'un vecteur quelcongue v(1) selon

wi (1) = va(1) — % S w(3)-

kel

10 Application & la stratification
La stratification peut &tre obienue en prenant 2z, = Sgpnp/Ne,h=1, .., H,
cit Ny, est la taille de la strate dans la population U7y, ny, est la taille de la sirate

dans échantillon, et
{ 1 sikel,
8y =

0 Eik%Uﬁ,.
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A la premidre étape. la projection d'un vecteur v{%) sur 'espace des contraimes
donne 1
uk(l) = ’Uk(l) = J\Th Z 'Ug(l),k e Uy,
£cUy )
Les trois stratégies décrites dans la section 9 permettent d’obtenir un plan simple
4 lintérieur de chacune des strates.

L'intérét de la méthode du cube est que la stratification peut &tre généra-
lisée & des strates qui se chevauchent. Un cas intéressant que "on pourrait ap-
peler “plan aléatoire par quotas marginaux” ou “stratification croisée” consiste
& considérer deux critéres de stratification. Par exemple dans une enquéte sur
des entreprises on utilise ie “secteur d’ actmt’ " et la “région”. Les strates de
la premiére variable scnt notées Uy, h = 1, ..., F, et les strates de la seconde va-
riable I ;.4 = 1, ..., 1. On peut deés lors définir les p = H + I variables auxiliaires
d’équilibrage

B IkeU;] i=1..H
ki — Tk I[kELF,(j_I{)] j:E-i"l,,H"'I

ol I].] est une variable indicatrice qui prend la valeur 1 si la condition est vérifiée
et 0 sinon. Ensuite, 'échantillon peut &tre directement sélectionné au moyen de
la méthode du cube. La généralisation & Putilisaticn de quotas multiples est
évidente.

11 Application au tirage &4 probabilités inégales

Le probléme du tirage & probabilités inégales peut &tre résclu par la méthede
du cube. Supposons que Pobjectif soit de sélectionner un échantilion de taille
fixe n avec des probabilités d’inclusion g, k € U, telles que ) 3, . mp = n. Dans
ce cag, la seule variable auxiliaire est z; = 4. On utilise un vecteur ug(z) tel

que
> up(t) =0. (13)
kel

Chague choix (aléatoire ou non) de vecteurs ult) qui satisfont {13) produii une

nouvelle méthode de tirage & probabilités inégales. Presque toutes les méthodes

existantes peuvent étre facilement représentées au moyen de la méthode du cube.

La métkode du cube n’est qu'une représentation geometnque de la méthode de

Scission (Deville et Tillé 1998},

Les techniques d’échantillonnage a probabﬂztes inégales peuvent toujours
étre améliorées au moyen de la méthode du cube. En effet, dans toutes les mé-
thodes d’échantillonnage & probabilités inégales de taille fixe, le plan est équilibré
seulement sur une seule variable. Cependant, il ¥ a toujours a3 moins deux va-
riables disponibles zp1 = W,k € U, et 740 = 1,k € U. La premiére implique la
saille fixe de I'échantillon, la seconde impligue que Ny = Y kes /7y = N. Dans
toutes les méthodes classigues d’échantillonnage A probabilités inégales, le plan
est équilibré sur zz; mals pas sur zzs. La méthode du cube permet de prendre
en compte les deux contrainies.
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12 Approximation de la variance

La variance de ?yw peut théoriquement étre exprimée en utilisant les pro-
babilités d’inclusion d’ordre deux. Malheurensement, méme dans des cas ires
simples, le calcul s’avére impossible. Cependant, dans le cag du plan de Poisson,
la variance de fy. peut &tre facilement calculée, car elle dépend seulement des
probabilités d'inclusion d’ordre un.

Si 8 est 'échantillon aléatoire gélectionné au moyen d’un plan de Foisson ef
T, % € U, les probabilités d'inclusion d’crdre un de ce plan de Poisson, alors

-~ Yk
Varpaiss (Eyfr) Varpozss Z Z yf) Tk (1 - 7';;)
keS kel Tk

Le plan de Poissen est le plan qui maximise Pentropie pour dss probabilités
d'inclusion. d’ordre un données. Si le plan équilibré est d’entropie maximale oy
proche de Ueniropie maximale, Deville et Tilé (2000) cnt moniré que la va-
riance peut &tre calculée comme la variance conditionnelle d’un plan de Poisson
particulier de probabiiités d'inclusion 7. Autrement dit,

I/-“"-'f'il"equil’ @T) = Varpaiss (?y':r I‘Ez:vr = tz)

olt Vareg,i est la variance sous le plan équilibré d'entropie maximale de pro-
babilités d'inclusion 7z et Varpeiss est la variance sous le plan de Poisson de
probabilités d'inclusion 7. Les probabilités 7, sont inconnues et restent & dé-
terminer.

Si on suppose que, pour un plan de Poisscn, le vecteur (- ’t\;w)’ a en pre-
miere approximation une distribution normale multivariée, on obtient

o . - 1N
Va?'poiss (ty‘?i'lt.’d"ﬂ" = tz) ~ Va':"poiss (tyvr + (tz - tzrr) ﬁ) H (14)
olt V'aryeies €5t la variance sous le plan de Poisson de probabilités d'inclusion
Tk

e, —~1 S
/6 = Va"rpoiaz (tzn') CO'Upoisa (tz'.'r: t-y'rr) s

o Zz; z —
Varzoiss (tzfr) = Z :_ k"Tk (l - 7*'1'::)

kety K
et Za¥k
'~ o~ KUk ~
Covpaiss (tzmtyﬂ') = Z T (1 - ?Tk)
L
kU

Exn ge basant sur (14}, on cbtient approxdmation de variance

—
ot
(9t}

s

b .
Va"ra.pp (?'yw) = Z :i;' (yk - yk)z 3

kety 'k
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ol

(Z b ZpZy ) Z bz Zzyz

LeU LeU
est une prévision par la régression de y. Les poids by = 7?;,(1 — 7% ) sont utilisés,
car les probabilités d'inciusion du plan de Poisson 7 ne sont pas exactement
égaux aux probabilités d’inclusion du plan équilibré. Comme les valeurs exactes
des 7 ne sont pas faciles & calculer, les valeurs exactes des by sont inconaues
également et feront l'objet d’une approximation.
On remarque que Pexpression (15) peut aussi §’écrire

. -~ ?,rk yz
Varo,pp (fy-n-) = Z P appki;
kel e TE e

olt Agpp = {Aappre} est Papproximation de Popérateur de variance dont 1'é1é-

ment général est
-1
<§:b ) LIV Y.
L Tk

Aappkf = i -1 1 (16)
E:bzz e E#L
kev i e

Le probléme principal consiste donc & trouver une bonne approximation des
br. Quatre valeurs ont été testées dans Deville et Tillé (2000} pour les by. Ces
valeurs sont notées respectivement br.,a = 1,2,3,4, et permettent de définir
quatre estimateurs de variances notés V,, o = 1,2,3,4 et quatre opérateurs
de variance notés A,,a = 1,2,3,4 en remplagans dans (15) et (16), by par
respectivement by, bga, bra, b bra-

1. La premiére approximation est obtenue en considérant que quand n est
grand, wg 2= 7k, k € U. On prend alors bgy = mp (1 — my ).

2. La seconde approximation est obtenue en appliquant une correction pour
la perte de degrés de liberté

bro = w(1 — Wk}N i
Cette correction permet d’obtenir exactement le plan aléatoire simple sans
remise de taille fixe avec une taille d’échantillon fixée,

3. La trolsieme correction découle d'un ajustement sur les éléments diago-
naux de opérateur de variance A de la vraie variance donnée en (6). En
effet, ces éléments diagonaux sont toujours connus et égaux & w1 — 7g ).
Done, on utilise

trace A
bry = mp{l — my) g
ko = Mill = ) trace A’
on peut ainsi définir un opérateur de variance approché Aj qui a la méme

trace que A,
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4. Enfin, la quatrieme ipproximation déccule du fait que ies £éments diage-
naux de A,zp sont donnés en (16). Or ies éiéments diagonanx de A ne
dépendent que des probabilités d’inclusicn d’ardre un et valent mg {1 —mp ).
Les bgy sont construits de sorte que A et A, aient la méme diagonale,
autrement; dit que

Z}
Wk(l“’ﬂ’k)ﬁbk—bk:b‘ Zbk
“E \ker

Cette approximation requiert un caleul itératif trivial d’aprés (17) dont
malheursusement la convergence n’esi pas toujours assurée. Quand on
traite du cas de taille fixe, par exemple, une condition nécessairs et sufS-
sante est que

T (1 - 7!';;:1 1

max ——=—— L &
trace A 2

(voir Deville et Tillé, 2000). Cependant, cette quatriéme approximation est
la senle qui fournit lexpression de variance exacte pour les plans stratifiées
av. © des sondages aléatoires simples dans les strates.

Un ensemble de simulations rialistées par Deville et Tillé (2000) montre que
bra donne la meilleure approximation. Malheureusement la solution du systéme
d’équation (17) n'existe pas toujours. Dans ce cas, on peut utiliser bgg.

13 Estimation de la variance

La variance peut &ire estimée en ufilisant le méme principe. L'estimateur
général est donné par

ST e Ck ~n2
Var (Be) = 3 =5 (e — 50", (18)
kcs 'k
o
; -1
n Iz ZiYe
g =zi | D c ;22 o5
ics ¢ ies 4

est Vestimation du prédicteur par la régression de of yx. A nouveau, quatre
estimateurs découlent de quaire définitions des cg. Oun remarque que (18} peut
également g'écrire

keSS £ES
ol
] N\ T
VA 2Tt g
Cg ﬁCk—-}E"- Ci :‘_22 ‘-rr-ﬂck k={
iy k
Dkﬁ — icS °
z}, ZiZ} ZiCe
Cr—" Z ci— — k#£1L
Tk \fer T Ty
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Les quatre définitions de ¢ sont notées cpi, Cys,Crz, 90 Ci4, S0 Dermettent
de définir quatre approximations de la variances en remplacant dans Pexpression
(18) ¢; par respeciiveinent Cey, Cra, Ci3, €5 Chd.

1. Le premier estimateur est obtenu en prenant ¢z = (1 — ).

2. Le deuxitme est obtenu en appliquant une correction pour la perte de
degrés de liberté

n—p'
Cette correction donne un estimateur sans biais pour le plan aléatoire
simple sans remise de taille fixe,

cxz = (L = mg)

3. Le troisitme estimateur découle du falt que les éléments dlagonaux de la
vrale matrice des Agy /mie sont toujours connus et valent 1. Alors, on
peut écrire

ZkeS(l - ﬂ'k)

Zkes Diy

Finalement, le quatrigme estimateur découle du fajt que les éléments dia-
gonaux Dy sont connus. Les cpq sont construits de telle maniére que

Cpa = (1 — 71';;)

-

—mg =Dy, kel (lg)

ou, en d’aufres mots,

-1
!
s 2T Zr
l—wk:ck—ck—k— (ZC,‘ 221) —‘C,‘;,kGU.
Tk

A 7

ies 3

Cette quatrigme approximation est la seule qui fournit 'estimateur exac-
tement, sans biais pour n'importe que! plan stratifié.

Ces quatre estimateurs découlent directement des quatre approximations de
variance. On préféere de nouveau les coefficient cgq.
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