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I ntroduction

Lalinéarisation de Taylor est une méthode d’ estimation de la variance fréquemment utilisée pour des statistiques
complexes, comme les estimateurs par quotient ou par régression, ainsi que les estimateurs des coefficients de
régression logistique. Elle est généralement applicable a tout plan d'échantillonnage qui permet d’obtenir une
estimation non biaisée de lavariance d’ estimateurslinéaires, et les cal culs sont plus simples que ceux des méthodes
de rééchantillonnage, comme le jackknife. Cependant, elle peut donner plusieurs estimateurs de la variance
asymptotiquement non biaisés par rapport au plan d'échantillonnage en cas d'échantillonnage répété. Par
conséquent, pour choisir I'estimateur de la variance, il faut tenir compte d’ autres facteurs, dont (i) I absence
approximative du biais delavariance de I’ estimateur sousle modée, pour un modele supposé et (i) lavaidité dans
des conditions d’ échantillonnage répété conditionnel. Par exemple, dans le contexte de I’ échantillonnage aléatoire

simple et de |’ estimateur par quotient, \A(R =(y/ X)X, dutotal delapopulation Y , Royall et Cumberland [5] ont
montré qu’ un estimateur par linéarisation utilisé couramment, v, = N?(nt- N 2, ne permet pas de suivre la
variance conditionnelle de \?R étant donné X, contrairement al’ estimateur jackknifedelavariance, v; . Ici, V &
X sont les moyennes d échantillon, X est letotal connu de |a population o une variable auxiliaire X, s2 estla
variance dans I échantillon desrésidus z =y, - (Y/ X) x e (n,N) représente lestailles de I’ échantillon et de la
population. Si nous linéarisons I’estimateur jackknife de la variance, v;, nous obtenons un estimateur par

linéarisation delavariance différent, vy = (X / X)*v, , qui suit lavariance conditionnelleainsi quelavariance non
conditionnelle, ol X = X/N estlamoyennede x . Par conséquent, on pourrait préférer vy ou vy avi . Yunget
Rao [9] ont considéré des estimateurs par régression généralisée et des estimateurs gjustés par quotient stratifiés
a posteriori sous un plan stratifié a plusieurs degrés et ont obtenu un estimateur par linéarisation jackknife de la
variance, v;_, par lalinéarisation de v; . Valliant [8] aauss obtenu vy pour I’ estimateur stratifiéa posteriori et a

réaisé une éude de smulation pour démontrer que v; et vy possedent tous deux de bonnes propriétés
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conditionnelles, étant donné les estimations des tailles des strates. Sarndal, Swensson et Wretman [6] ont montré
gue vy est alafois asymptotiquement non biaisé par rapport au plan de sondage et asymptotiquement non biaisé

par rapport al modele au sens o Em(va) = Varm(Yr), 0l Em représente I’ espérance par rapport au modéle
et Varm(yr) €t la variance de \A(R par rapport au modéle sous un  modéle par quotient? En (y.)=b x;

i=1,...,N etles y sontindépendantsavec comme variance du modéIeVarm(yi):szxi, s 2>0.Donc, vy

est un bon choix tant du point de vue du plan d’ échantillonnage que du point de vue du modéle. Demnati et Rao [2]
ont proposé une nouvelle méthode d'estimation de la variance qui est justifiable théoriqguement et qui donne
directement un estimateur de lavariance detype v;_  pour des plans d’ échantillonnage généraux. Cette méthode est

présentée ala deuxiéme section.

En cas de réponses manquantes, on procéde souvent a I’ gjustement des poids pour compenser la non-réponse
compléte, tandis que I’on a recourt couramment a I'imputation pour compenser la non-réponse partielle afin
d’ obtenir des données complétes pour calculer des estimations. Cependant, traiter les poids ajustés comme des
poids de sondage et les valeurs imputées comme des valeurs rédles, et appliquer des formules standard
d estimation de lavariance peut produire une sous-estimation considérable si le taux de non-réponse est important.
Ces derniéeres années, on a proposé plusieurs méthodes pour estimer correctement la variance d’ un estimateur en
cas d' imputation. Rao [4], Shao et Steel [7] & d' autres ont éudié I’ estimation de la variance sous imputation par

quotient, cependant le probléme d’ estimation de la variance en cas d’ gjustement de la pondération et d’imputation
reste ouvert.

L’ objectif principal du présent article est d’ étendre la méthode de Demnati et Rao [2] au cas des réponses
manguantes, lorsqu’ on procéde ala correction pour lanon-réponse totale et al’ imputation basée sur desfonctions
lisses des valeurs observées, en particulier I'imputation par quotient. A la deuxiéme section, nous décrivons
briévement la méthode dans |e cas de |la réponse compléte. A la troisiéme section, nous décrivons la méthode de
Shao et Sted [7], tandis qu’a la quatriéme section, nous présentons I’ extension de la méthode de Demnati- Rao.

1. Réponsecomplete

Pour motiver I' application de la méhode de Demnati-Rao [2] en cas de réponse compléte, supposons qu’un
estimateur ¢ d'un parametreq Sexprime sous forme d'une fonction dérivable g(Y) des totaux

estimés Y = (\A(l,...,\A(m)T, ou \A(j =8y, di(9) Y est un estimateur du total de la population Y, j=1,...m &

di(s)=0 d l'unité i ne fait pas partie de I'échantillon s, U est I'ensemble des unités de la population
et q=g(Y),avec Y=(Y,,....Y,)" . Nous pouvons écrireq souslaformeci: f(d(s).A,) etq= fLA),

ou A, est une  matrice m” N dont la j® colonne  est ;= (Yyj oY) s

j=1,....N,d(s)= (d;(S),...dy(5)" et Lest levecteur detaille N dont toutes les coordonnées valent 1. Par

exemple, si q représente |’ estimateur par quotient A :[é ivdi(s)y &y d (s)xi]X ,dosm=2,y.=vy,
Ya=x et f(LA) seréduitautota Y, en remarquant que (Y/X) X =Y . Notonsque \A(R est une fonction

ded(s), y et X, et du total connu X, mais que, par souci de simplicité, nous laissons tomber X et

écrivons \A(R:f(g(s),y,x). Si nous utilisons les coefficients de pondération d Horvitz-Thompson,
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dors d,(s)=1/p; pourtout il <, ou p, estlaprobabilité de sélectionner I'unité i dans I’ échantillon s .

Soit Y =&1b; y, pour des nombres réels arbitraires b= (by,...by)" et f(b,A )= (b). Demnati et Reo [2]

ont montré que lalinéarisation de Taylor de (i -q, C'est-adire

G- a=g(%)- 9¥)»fig(@)/ Ta)

Y-Y),
a=y

est équivalente a
G-a»a it o)/ m,)

(di(9)- 1
b=1

k=l (1.1)
=Z' (d(9)- 1)
ot f9(a)/Ta=(Tg(a)/ Ta,,...Jg@) /Ta,)" e z=(z,...zy)" avec Z, =TF () /b, | . Il découle
b=1

de (1.1) gu’ un estimateur de lavariance de (i est donné approximativement par I’ estimateur de lavariance du total
estimé & d, (S)Z = Y(Z); cest-adire, var(q)»v(Z), ou v(y) représente I'estimateur de la variance

de Y=Y(y) en notation opérationnelle. Maintenant, nous remplagons z, par z, =1f (o) / b,

, puisque
b=d(s)
les Z, sont inconnus, pour obtenir un estimateur par linéarisation de la variance
vi(@)=v2). (1.2)

Notons que v, (6]) donné par (1.2) s obtient simplement a partir de la formule de v(y) pour ?:\A((y) en
remplagant y; par z; pour il s. Soulignons que nous ne commencons pas par évaluer les dérivées

partielles ff (b)/ fb,| en b=1 &fin d'obtenir Z pour ensuite substituer les estimations aux composantes
inconnues de Z . Par conséquent, notre méthode est similaire dans|’ esprit a1’ approche de Binder [1]. L’ estimateur

de lavariance vL(d) est valide, car z; est un estimateur convergent de Z, .

Supposonsque q soit I’ estimateur par quotient Yy = X[(&d;(s)y:)/ & d;(s)x)], ol & représentelasommation
sur i1 U Alors f(B)=X[&by,)/(Bbx)]=X[r®)/ X©)] e

X ~
Z, =ﬂf (b)/bk|b:g(s) =;(yk - R(k) .

Dans le cas de I’ échantillonnage aléatoire smple, v, (\?R) =v(2) coincide avec Vv :(YIX)ZVL.

Demnati et Rao [2] ont appliqué laméthode adivers problémes, qui englobent |es estimateurs par régression et par
calage d'un total Y et d'autres estimateurs définis explicitement ou implicitement comme étant des solutions
d’ équations d’ estimation. IIs ont obtenu un nouvel estimateur de lavariance pour une classe générale d' estimateurs
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par calage qui inclut les estimateurs par laméthode itérative du quotient (raking ratio) généralisée et les estimateurs
par régression généralisée. Ilsont étendu également laméthode a1’ échantillonnage & deux degrés et ont obtenu un
estimateur de lavariance qui utilise mieux les données du premier degré d’ échantillonnage que les estimateurs dela
variance par linéarisation classique.
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2. Non-réponsepartidle

En s'inspirant de Fay [3], Shao et Steel [7] ont proposé une méthode de calcul des estimateurs de la variance de
I estimateur du total de type Horvitz-Thompson, Y, lorsgue des valeurs sont imputées pour tenir compte dela
non- reponse partlelle Ils ont suppose gue I’ on peut exprimer le total estimé Y sousforme d’ unefonction lisse

destotaux Y’ =y (TO) ol T =4ad i(9)diag (o)1, ,t,; estlavaleurde y; ou cdled uneautrevariable utilisée

pour imputer une valeur ay;, et 0, = (oil,.--,oip) est le vecteur des variables indicatrices de réponse. Par

exemple, considérons|’imputation par quotient lorsgu’ on dispose desvaleurs de lavariable auxiliaire x; pour tous
les i de <. Une valeur dey, manquante et  dors  imputée  par Y, :IA?oxi,
ot R, =(&d,(s)oy )/(&d(s)ox) et o estlindicateur de réponse pour Yy, c.-&d. o, =1 s lavaleur
de y; est observée et 0, =0 s dle est manquante. L’ estimateur imputé Y’ est donné par

=& di(s)oy, +& d,(s)(1- 0, )Rox -
=a.d;(s)oy yi(1+a di(s)oyx /a di(s)oy % ) '

ouo; =0; & 0,=1-0. Il découle de(2.1) que Y et de la formey (i’o ) avec 0 =(04,0;,0,)"
= (Y% %)

Nous supposons que I'imputation est  déterministe. Nous  avons Var(\?' -Y) =V, +V,,
ouvV, = Eo(Vars(\A(' -Y)),V, =Vary( ES(\?' -Y)), E, et Var, représentent |’ espérance et lavariance sousle
mécanisme deréponse, et E, & Var, représentent I’ espérance et lavariance sous e mécanisme d' échantillonnage
selon un plan d' échantillonnage donné. Shao et Steel [7] ont obtenu un estimateur de la variance v, de V, ense

servant d’un estimateur par linéarisation de la variance de 'y (T, ) étant donné les O; .

llsont obtenu aussi un estimateur, v, de'V, 9\11 (E, T, )u Cg\lj (E, T, oll]j ('l'0)=y(E51A'0 )- Y, en

g
caculant C dont le kI® éément c,, =cov, (& o4t, ,& Ot ) €t en remplacant les quantités inconnues par des
estimateurs. Pour |” échantillonnage a éatoire simple et I'imputation par quotient, Shao et Steel [7] ont obtenu v,
sous laforme

N2(1 n/N)%ex o s_d+ X RySsc +R§sfu

n(n- 1) gN X N n H (22)

ol X et s7 sontlamoyenneet lavariance d échantillondes x;, X, =& .0, X; / n, estlamoyennedes x pour

I|SI

les répondants, n, et le nombre de répondants, sd =a;(Yy- Roxi) I(n,-1), et
Sex = Ai15 0% (Vi - RoXi )2 /(ng - 1).

Aussi, sous I’ hypothése de réponse uniforme (c-a-d. s les o; sont indépendamment et identiquement distribués
en ayant une moyenne P, et une variance P, (1- p,)), Shao et Steel [7] ont obtenu v, sous laforme
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Vo =(X 1 X, )2 Py (- Py NS, (2.3)

ou p, =4 0,d;(s)/ &d;(s). Lasommede (2.2) et (2.3) donne I’ estimateur de la variance de Y.

La méthode de Shao et Stedl [7] est fondée sur la méthode de linéarisation classique qui consiste ai) exprimer
I’ estimateur en fonction de composantes élémentaires, ii) calculer les dérivées partielles au niveau de la population
etiii) estimer les paramétresinconnus danslaformule. Par conséguent, I’ estimateur correspondant de lavariance
n'est pas nécessairement unique. Notre méthode permet d éviter d exprimer |’estimateur en fonction de
composantes éémentaires, donc produit directement un estimateur unique de la variance ayant les propriétés
souhaitées. Nous présentons notre méthode pour I’ imputation par quotient ala sous-section 3.1, et nous examinons
le cas de I'estimation de la variance sous gjustement de la pondération pour tenir compte de la non-réponse
compl éte et imputation par quotient pour tenir compte de la non-réponse partielle a la sous-section 3.2.

3. Nouvelleméthode : réponses manquantes

Aprés gjustement de la pondération pour tenir compte de lanon-réponse compl éte et imputation pour tenir compte
de la non-réponse partielle, nous estimons le total de la population Y au moyen d'un total pondéré a partir de
I’ échantillon

Y =& W (s)oy +a W (S)(L- 0); ,

(3.1)
oll W (s) est le poids gjusté et y, représente la valeur imputée pour I'unité i. Nous pouvons réécrire
I’ estimateur (3.1) sous laforme

Y =& W (9 =¥ W(s),
(3.2)
o ¥=(J1,. In)" € ¥ =0y, +(1- 0;)¥ . A la sous-section 3.1, nous étudions le cas de la non-réponse

partielle uniquement (c.-a&d. w (s) =d;(s)) en supposant que NOUS PoUVoNS exprimer Y" souslaformed une
fonction lisse de totaux & d;(s)diag(o;)t;, ou t,; estlavaeur de y; ou celle d une autre variable utilisée pour

imputer unevaleur & Y, . A lasous-section 3.2, noustraitons le cas plus général de’ gjustement de la pondération
pour tenir compte de la non-réponse compléte et de I’imputation pour tenir compte de la non-réponse partielle.

3.1 Imputation pour tenir compte de la non-réponse partielle

Nous supposons que |’ estimateur avec donné&imputé&s\?' est unefonction lisse de totaux, & d; (s)diag(o,)t;,a
I'instar de Shao et Steel [7]. Dans ce cas, nous pouvons exprimer Y sous la forme f(A,.A,), ou
A, =diagd(s)) A, est une matricem” N dontla j® colonne est w; (8) = (Wy; (), Wiy ()", j=1..,N. Le

vecteur w, (s) est défini comme étant
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W (9 = (W, (s Wiy ()
=(0y;d(9),..., Omjdj(s))T =0; dj(s),

ou 0; :(olj,...,omj)T est le vecteur des variables indicatrices correspondant au vecteur Y =y ,...,ymj)T.

Par souci de simplicité, nous laissons tomber A, et écrivons Y = f(A,). Encasdimputation par quotient,

nous avons M= 2, Yij =Xj, Y =Yj, 0j =1, 05; =0; , W, (8) = (Wy; (9, Wy (8))" =(d;(8),0;d;(s))" et

Y =8 Wy (S)(yi- RoXi)+& Wy ()R X »
ou R, = (& wy (5)Y;) /(& Wy (%) -
Comme I'estimateur Y* = f(A,) estunefonction de totaux, nous pouvons appliquer la méthode de Demnati et

Rao [2] pour approximer sa variance au moyen de la variance d’ une fonction linéaire
Var(\?' ) » Var(\?L')

avec
Y =80 di(9)"Z, =AW (92,

ou Z; est le vecteur des dérivées de f(A)) par rapport ab, évauéesa A =E(A,), ou A est une

matricem” N de nombresréels arbitraires, f(A,) est obtenue par remplacementde A, par A danslaformule

de Y e b, estun vecteur colonne de A, . Nous pouvons estimer la variance totale de Y, selon

V(Y) =ve(@" 2+Vo(2), (3.4)

ol z, estlevecteur des dérivees de I'estimateur f(A,) par rapport ab, évauéesa A = A, et v,(z) estun

oo

estimateur de Var (& diag(o,) z) . Sous un mécanisme de réponse indépendante,

Vo(2) =& 2 covo(9) 2, (3.5)
ol cov, (i) est un estimateur (approximativement) non biaisé de E(o, QiT) - E(g )E(QiT) .

Sous imputation par quotient, nous avons

2, =G5 (v~ RolA,)% +4 by f*o(fwxi%
b, At (36)

= (ﬁoxk,()z /)A(o)(yk - FA{oxk))T

Il découle de (3.6) que
Z =0, (X X ) (Vi - RoXi) + Ro X - (3.7)
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Par conséquent, V(0" 2) est égal av, =v(z). Dans les conditions d échantillonnage aléatoire simple, v(2)

avec z, donné par (3.7) concorde avec |’ expression (2.2) de Shao et Steel [7]. Aussi,

PN %%
DNo0)=hOG

ou xAio est un estimateur de la probabilité de réponse de I'unité i . Par conséquent, v, (z), donné par (3.5), se

réduit a

Vo(2)= (X1 X4)2 8 di (90, (L- Xioy (Vi - RoX)?. (38)

Dans le cas d’ un échantillonnage aléatoire simple et d’ un mécanisme de réponse uniforme, (3.8) se réduit a
N ~ = o -
V(D) =—(X/ Xo)? @- ng/ M& o (Y- RyXi)’ (3.9)

qui est I’estimateur v, de Shao et Steel [7] donné par (2.3).

4.2 Ajustement de la pondération et imputation pour tenir compte de la
non-réponse partielle

Soit r; , lavariable indicatrice de réponse partielle pour la i® unité, c.-&d. r; =0 s lanon-réponse est compléte
et r; =1 s laréponse est partielle. Lavariable indicatrice de réponse partielle r, est reliéeaux variablesindicatrices
de réponse a une question 0,, p=1..m par

r=1- 0%, (1- 0,). (3.10)

Nous avons
Coum(r;,0p) = E(1i0,) - E(1)E(04p)

pour toute variable indicatrice de réponse 0;, . Notant que r;0;, = 0;, pour tout 0;p,
ri0ip =|- @ 0p) O g p(1- oiq)Joip = Ojp.

Donc,
Cou(r;,0p) = E(0jp) - E(r1)E(0;,) =E(0j5)2- E(r)) .

Nous pouvons donner un estimateur de Cov(r;,0;,) sous laforme
cov(i,0;5) = 0;p(1- Xjr)

ol x, = E(r,) et E(.) représente un estimateur de E().
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Une méthode trés répandue de correction de la non-réponse compl éte consiste a employer un nouvel ensemble de
poids, w(s), dontle i® éément est égal a

wi(9)=di(9) r; g (d(s).1, Ac), (311)
ou les g;(d(s),r, A.) sont connus sont le nom de poids g dansle contexte de I’ estimateur par régression et A,

est une matrice de variables auxiliaires dont les valeurs sont connues pour toutes les unités figurant dans
I’ échantillon. L’ estimateur par quotient est un cas particulier de (4.11) pour lequel les poids g se réduisent &

adi(9c; ¢
d,r,A )= ———= —, 3.12
g;(d(9). 1, Ac) 2aOnc, ¢, (3.12)
ouc=43adi(s)c; & ¢,=a d;(9r;c, . L’ gustement des poids au moyen du quotient (3.12) est un cas particulier

de la classe de poids de calage obtenus en utilisant I’ estimateur par régression. On utilise également les poids
obtenus par gjustement itératif du quotient généralisé pour compenser pour la non-réponse compléte. Un autre
moyen de tenir compte de la non-réponse compléte consiste a pondérer chague observation par la probabilité
inverse de réponse, auquel cas

g,(d(s) 1, A )= X,

ou
Xir =i, (r,d(9) = Pr(r; =1]d(s), A, ) ,

est I estimateur de la probabilité de réponse défini comme étant la solution d’ une équation d’ estimation delaforme

U(x,)=&di(9u (¢ X)) =0.

Dans le cas logistique, nous avons

U, ) =& di(s)(r; - xir) ¢ =0,
ou
U (1€ Xie) = (1 - Xir) S5
xir =exp(c; b)/@+exp(c| b)) =Pr(r; =1|c;,b),

et c; estlevecteur des variables explicatives.

Avec les méthodes d’ gjustement de la pondération susmentionnées, nous pouvons obtenir lavariance en suivant la
méthode de Demnati et Rao [2] en exprimant Y™ sous laforme f(A,), puisen dérivant f(A ) par rapport a

by .

Nous omettons les détails par souci de simplicité, mais nous illustrons le calcul pour I'estimateur (3.1) sous
gjustement de la pondération par quotient (3.12) et imputation par quotient, ¢’ est-a-dire

Y =4, 0w (9)y; +a& ;(L- 0j)W, (S)ﬁoxj ,
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avec

- éWi(S)Oi Yi
R T @®ax
et
W (s)=d (s ¢ /¢, .
Nous avons
W (s) = (1.0 vri)T di(s),
Zk:(XkARo(g(r/6r)'(é/6r)()2r/)’\(o)(yk_,|';\’oXk)!(é/6r)|io(xk-(§(r/ér)ck))-r’
et
& 0
& 0 0;
Covo(QiT):di(S)g) oi (1-x,) Oi(l')gir)i.
D olx) n@x);
Conclusion

Nous avons présenté une nouvelle méthode d' estimation de la variance en cas de réponses manguantes. Nous
donnons un estimateur valide de la variance pour diverses méthodes d' gjustement de la pondération utilisées
fréquemment pour tenir compte de la non-réponse compléte, ainsi que pour I'imputation basée sur des fonctions
lisses des valeurs observées, en particulier I'imputation par quotient, qui est utilisée fréqguemment pour tenir compte
de la non-réponse partielle. L’ extension a I'imputation par le plus proche voisin et aux enquétes par panel est a
I étude.
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