TRIPLE ROBUSTESSE EN PRESENCE DE
DONNEES IMPUTEES DANS LES ENQUETES

David HAZIZA (*), Valéry DONGMO JIONGO (**), Pierre DUCHESNE (**¥)

(*)Université de Montréal
(**) Statistique Canada
(***) Université de Montréal

Introduction

En présence de non-réponse, les estimateurs non ajustés pour la non-réponse peuvent
étre fortement biaisés si les répondants different des non-répondants au regard des va-
riables étudiées et que les taux de non-réponse sont grands. L’objectif premier des méthodes
de traitement est donc de réduire le biais de non-réponse. Dans cet article, nous considérons
le probleme de la non-réponse partielle, qui est, dans la plupart des cas, traitée par im-
putation.

En I'absence d’erreurs non dues a ’échantillonnage (par exemple, erreurs de couver-
ture, erreurs de non-réponse, etc), les statisticiens d’enquétes utilisent des procédures d’es-
timation qui sont (asymptotiquement) sans biais sous le plan. Autrement dit, la validité
de ces estimateurs ne dépend pas de la validité d’'un modele sous-jacent. En présence de
non-réponse, l'usage de modele est incontournable. On distingue deux types de modeles :
le modele de non-réponse qui est un ensemble d’hypotheéses & propos du mécanisme (in-
connu) de non-réponse et le modele d’imputation qui est un ensemble d’hypothese a propos
de la distribution de la variable que 1’on cherche a imputer.

Dans cet article, nous considérons les procédures d’imputation doublement robustes.
Une procédure d’imputation est dite doublement robuste si I’estimateur imputé résultant
est asymptotiquement sans biais et consistant lorsque le modele de non-réponse ou le
modele d’'imputation est correctement spécifié. Une procédure doublement robuste conduit
donc a un estimateur asymptotiquement sans biais si I'un des deux modeles est correcte-
ment spécifié. Dans le contexte des enquétes, les procédures doublement robustes ont été
étudiées, entre autre, par Kott (1994), Haziza et Rao (2006) et Kim et Haziza (2011).

Bien que les procédures d’imputation offrent une certaine protection contre la mauvaise
spécification de I'un des deux modeles, les estimateurs imputés sont sensibles a la présence
d’unités influentes. Une unité influente fait partie de la population d’intérét. Ces dernieres
sont fréquentes lorsque les variables d’intérét sont fortement asymétriques; par exemple,
les variables de revenu. Les unités influentes ont généralement un impact important sur
la volatilité (variance) des estimateurs. Le but sera donc de réduire I'influence des unités
qui ont une grande influence, ce qui menera a des estimateurs biaisés mais stables. Dans
cet article, nous proposons des estimateurs robustes a la présence d’unités influentes. Ces
derniers ont une forme similaire a I’estimateur robuste proposé par Beaumont, Haziza et



Ruiz-Gazen (2011) dans le cas de données completes. Les estimateurs proposés dans cet
article sont dits triplement robustes car ils présentent la propriété de double robustesse
mais ils sont également robustes a la présence d’unités influentes.

1 Notation et cadres de travail

Soit U une population finie de taille N. Nous cherchons a estimer le total dans la
population Y = » . y;, ot y; désigne la i-¢me valeur de la variable d’intérét y, i =
1,---, N. Un échantillon s, de taille n, est sélectionné selon un plan de sondage p(s). Soit
d; = 1/m;, le poids de sondage de I'unité i, ou m; désigne sa probabilité d’inclusion d’ordre
1 dans I’échantillon. En I’absence de non-réponse, un estimateur basé sur les données
completes est donné par 'estimateur par dialatation

Y. = Y diLy;, (1)

icU

ou I; est une variable indicatrice de sélection de I'unité ¢ telle que I; = 1sii € set I, =0,
sinon. L’estimateur est sans biais sous le plan pour Y. Autrement dit, Ep(ffﬂ) =Y, ou
E,(.) désigne I'espérance par rapport au plan de sondage p(s).

Quand certaines des valeurs de la variable d’intérét y sont manquantes, un estimateur
de Y est I'estimateur imputé :

Y, = Z diri Ly + Z di(1 —ri) Liy;, (2)

€U €U

ou r; est une variable indicatrice de réponse de I'unité 7 telle que r; = 1 si 'unité ¢ a
répondu a la variable y et r; = 0, sinon, et y; désigne la valeur imputée pour remplacer
la valeur manquante y;. On note également s, et s,, les ensembles de répondants et de
non-répondants, respectivement.

1.1 Les modeles en présence

Nous présentons maintenant le modele de non-réponse ainsi que le modele d’imputa-
tion a 'aide desquels nous construirons les valeurs imputées et étudierons les propriétés
de D'estimateur (2).

D’une part, nous supposons que les unités répondent indépendamment les unes des
autres et que la probabilité de réponse, p;, de I'unité ¢ peut étre modélisée au moyen d’'un
modele paramétrique

pi = Prob(r; = 1) = p(z;, ), (3)

ol « est un vecteur de parametres inconnus et z est un vecteur de variables auxiliaires
disponibles pour toutes les unités échantillonnées (répondants et non-répondants). Le
modele est appelé modeéle de non-réponse. Un cas particulier de est le modele
logistique

_ expl(za)
" 1t exp (Za)

D’autre part, nous supposons que la variable d’intérét obéit au modele suivant :

yi:Z;,B—}-Ei, ’izl,...,N, (4)



ou 3 est un vecteur de parametres inconnus et ¢;, 2 = 1, ..., N, sont des variables aléatoires
indépendantes satisfaisant

En(e) =0, En(ef) =0%c, En(ee)=0 1i#j,
et F,,(.) désigne I'espérance par rapport au modele (4)) et ¢; = y(z;). La fonction ~(.) est
supposée connue. Le modele est appelé modele dimputation.

Dans cet article, nous considérons le cas de I'imputation par la régression déterministe
doublement robuste pour laquelle la valeur imputée ¥, est donnée par

v =ZB, i€ sm, (5)

ou B, est obtenu comme solution de I’équation estimante

Z diriL; (it — 1) (yz - Z;Br> z; = 0, (6)

el

ou p; = p(z;, &) désigne la probabilité de réponse estimée pour I'unité i et & est un
estimateur de a (par exemple, l'estimateur du maximum de vraisemblance) de «; voir
Haziza et Rao (2006) et Kim et Haziza (2011).

1.2 Approches pour l’inférence

Afin d’étudier les propriétés des estimateurs imputés (par exemple, biais et variance),
nous considérons deux approches distinctes : 'approche par modele de non-réponse (NM)
et l'approche par modele d’imputation (IM). Avant de présenter ces deux approches,
il convient de décrire les trois sources d’aléa sous-jacentes : (i) le modele d’imputation
qui géneére le vecteur y = (yi,...,yn) ; (ii) le plan de sondage qui génére le vecteur
I=(I,..,Iy) et (iii) le mécanisme de non-réponse qui génere le vecteur r = (rq,...,7x) .

Dans le cas de I'approche NM, l'inférence est menée par rapport a la distribution
conjointe du plan de sondage et du modele de non-réponse . Notons, que le vecteur y
est traité comme fixe. Cette approche a été étudiée, entre autre, par Rao (1996), Shao and
Steel (1999), Beaumont (2005), Kim and Park (2006), Haziza and Rao (2006) et Haziza
(2009).

Dans le cas de I'approche IM, l'inférence est menée par rapport a la distribution
conjointe du plan de sondage et du modele d’imputation . Notons qu’il n’est pas
nécessaire de postuler un modele de non-réponse explicite (comme, par exemple, le modele
). Cependant, on suppose que le mécanisme de non-réponse est ignorable. Autrement
dit, on supposera que

En (yi|ziyri =1) = Ep (i | 2,7 =0).

L’approche IM a été étudiée, entre autre, par Sdrndal (1992), Shao and Steel (1999),
Brick, Kalton and Kim (2004) et Haziza (2009).

1.3 Décomposition de ’erreur totale et biais de non-réponse

L’erreur totale de YI, Y — Y, peut-étre décomposée comme suit :
ﬁ—Y:(ﬁr—Y>+(YI—YW>. (7)
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Le terme Y, — Y en désigne l'erreur due a I’échantillonnage alors que le terme V- Y,
désigne l'erreur due a la non-réponse.
Dans le cas de I'approche NM, le biais de 'estimateur imputé Y; est défini selon

Biais (Yf[) = Equ (ij - YlI) = Equ <}A/I|I) )

ou B, ()A/I|I> = FE, (YI — lA/,T|I> désigne le biais conditionnel de non-réponse sous l’ap-
proche NM et E,(.) désigne I'espérance par rapport au modele de non-réponse . Lorsque
E,B, (YI|I> = 0, on dira que l'estimateur imputé Y; est sans biais par rapport a pq.

Dans le cas de I'approche IM, le biais de I'estimateur imputé Y7 est défini selon
Biais <YI> = By (YI - Y) = By (YI ~YIL r> = E,yBy <YI|I, r) ,

ol B,, (YﬂI,r) =F, ()A/] — }A/W|I,r) désigne le biais conditionnel de non-réponse sous

I’approche IM. Lorsque E,,B,, <}>1\I, r) = 0, on dira que 'estimateur imputé Y} est sans
biais par rapport a mpq.

Sous certaines conditions de régularité, on peut montrer que 'estimateur imputé Y;
donné par obtenu au moyen des valeurs imputées , est asymptotiquement sans biais
et consistant pour Y si le modele de non-réponse est correctement spécifié et/ou le
modele d’imputation est correctement spécifié ; voir Haziza et Rao (2006) et Kim et
Rao (2011). Autrement dit, I’estimateur Y7 est doublement robuste. Bien qu'il possede la
propriété de double robustesse, ce dernier est sensible a la présence de valeurs influentes.
Il s’agira donc de robustifier Y7, ce qui nous amene a discuter du concept d’influence d'une
unité.

2 Reésultats théoriques préliminaires

Avant d’introduire le concept d’influence, nous présentons des résultats théoriques
préliminaires qui nous seront utiles dans la suite des choses.

2.1 Approche NM

Le théoreme suivant fournit une approximation de ’erreur due a la non-réponse sous
I’approche NM.

Theoreme 1. Sous certaines conditions de régularité, on a :
Vi = Yo=Y di(rigip) = 1) {yi — 2/ By} + > divi(ri — pi) + 0,(Nn/?), (8)
i€s i€s

ot l’ordre de grandeur est par rapport a la distribution conjointe du modéle de non-réponse
et du plan d’échantillonnage et ou

9i(p) = 1+ {Nl > —pl)zf} {Nl S (1-m) ZZCZIZT} ! _pi%

leU leU Pi




et

vi = {ZPZ {9:(0) =1} (u — 2/ By) ZzT} {sz(l —PZ)ZlZzT} z;

leU leUu

avec

2.2 Approche IM

Le théoreme suivant fournit une approximation de ’erreur due a la non-réponse sous
I’approche IM.

Theoréme 2. Sous certaines conditions de régularité, on a :
Vi— Yo=Y di(rigi(r) = 1) {y; — 2B} + 0,(Nn™"/?), (9)
€S

ou l'ordre de grandeur est par rapport a la distribution conjointe du modele d’imputation
et du plan d’échantillonnage et ou

1 T 1 7z o 1 —pi
gi(r)=1+< N~ Z(l — 1)z, N~ Z(l — ) . p Z;.
1 i

leUu eU

3 Influence d’une unité : utilisation du biais condi-
tionnel

En l'absence de non-réponse, Moreno-Rebollo, Munoz-Reyes and Munoz-Pichardo
(1999) ont proposé le biais conditionnel d’une unité comme mesure d’influence ; voir aussi
Beaumont, Haziza and Ruiz-Gazen (2011). Le biais conditionnel de I'unité échantillonnée
¢ par rapport a l'estimateur par dilatation Y, est défini selon :

Bi(I;=1) = E,(Y,-Y|L=1)

— (d;— Dy i — WG

@+ 3 (BT,
T4 — T;T05

_ §j(—f )y (10)
T 5

Le biais conditionnel B](I; = 1) est une mesure de l'influence de I'unité . Plus une unité a
une grande influence, plus elle a un impact important sur la volatilité (variance) d’un esti-
mateur. Notons que Bf (I; = 1) = 0 lorsque m; = 1. Autrement dit, une unité sélectionnée
avec probabilité 1 n’a aucune influence sur la volatilité de Y,. De plus, notons qu’une unité
non-échantillonnée peut également avoir une grande influence. Le biais conditionnel de
I'unité non-échantillonnée ¢ par rapport a l’estimateur par dilatation Y, est défini selon :

1
d; — 1

Bf([izo) :EP(YW_Y|]i:O):_ Bzr(]i: 1)'



Cependant, a I’étape de I'estimation, seule I'influence des unités échantillonnées peut étre
réduite et rien ne peut étre fait pour les unités non-échantillonnées.

Dans le cas du plan de Poisson, du plan stratifié aléatoire simple sans remise et des
plans a grande entropie, Beaumont, Haziza and Ruiz-Gazen (2011) ont montré que I’erreur
due a I'échantillonnage peut s’écrire (exactement ou approximativement) comme :

Y=Y => Bl (L=1)+ Y B (l;=0).
1€S €eU—s

Autrement dit, le biais conditionnel d’une unité peut s’interpréter comme la contribution
d’une unité a l'erreur due a ’échantillonnage.

Dans les prochaines sous-sections, nous définissons deux mesures d’influence par rap-
port a I’estimateur imputé Y; : I'une sous ’approche NM et 'autre sous ’approche IM.

3.1 Biais conditionnel d’une unité sous ’approche NM

NM par rapport & l'estimateur imputé Y; obtenu au moyen des valeurs imputées (|5)). Le
biais conditionnel de I'unité répondante ¢ est défini selon

Dans cette section, nous définissons I'influence d’une unité répondante sous l’apoche

BL(I;=1,r;,=1) = B, <}7I—Y|[i:1,ri:1>. (11)

Il découle de la décomposition @ que le biais conditionnel de I'unité répondante 7 peut
s’écrire comme

BL(Li=1,r=1)=E, (YW — Y1 = 1) + B, (YI Y|l =1 = 1) .12

Le premier terme a droite de 1’égalité représente la contribution (ou l'impact) de
I'unité ¢ a 'erreur due a I’échantillonnage, Y, — Y, alors que le deuxieme terme représente
la contribution de l'unité répondante ¢ a 'erreur due a la nonréponse, Y — f/ﬂ, sous
I’approche NM. Le biais conditionnel peut donc s’interpréter comme la contribution
de 'unité répondante i a I’erreur totale, Y;—Y, sous I'approche NM. En ignorant les termes
d’ordre inférieur, il découle de que le biais conditionnel en peut étre approximé
par

B (=L =)~ 3 (2 = 1)y 1= p) i+ 00 (- 2By} (13)

L’unité i a une grande contribution & l'erreur due a la non-réponse lorsque (i) son
poids de sondage est grand et/ou (ii) sa probabilité de réponse est petite et/ou (iii) le
facteur ¢;(p) est grand et/ou (iv) son résidu y; — z/B,, est grand. Lorsque p; = 1, notons
que le deuxieme terme a droite de ’égalité en est égal a 0. Dans ce cas, 'unité 7 n’a
aucune influence sur 'erreur due a la non-réponse.

3.2 Biais conditionnel d’une unité sous ’approche IM

Dans cette section, nous définissons I'influence d’une unité répondante sous I’approche
IM par rapport a l'estimateur imputé Y; obtenu au moyen des valeurs imputées |} Le
biais conditionnel de I'unité répondante ¢ est défini selon
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Il découle de la décomposition @ que le biais conditionnel de I'unité répondante 7 peut
s’écrire comme

Bl (oo s = 1,7 = 1) = BBy (Ve = Y|yis T = 1) + By By (Vi = Yalyis L = 1,7 = 1)

Le premier terme & droite de I’égalité ([15)) représente la contribution (ou l'impact) de
I'unité ¢ a ’erreur due a I’échantillonnage, Y, —Y, alors que le deuxieme terme représente la
contribution de I'unité répondante i a I’erreur due a la nonréponse, Y, — Y, sous I’approche
IM. Encore une fois, le biais conditionnel peut donc s’interpréter comme la contribution
de I'unité répondante i a ’erreur totale, Y; —Y, sous 'approche IM. En ignorant les termes
d’ordre inférieur, il découle de @D que le biais conditionnel en peut étre approximé
par

T4
Brily i=1r=1) ~ Em{z (W';._l)yﬂyi}

jeu v
+ By [di (g9:(r) = D) {yi — 2iB)} |ri = 1] . (16)
L’unité ¢ a une grande contribution a l'erreur due a la non-réponse lorsque (i) son poids
de sondage est grand et/ou (ii) le facteur g;(r) est grand et/ou (iii) son résidu y; — z.3
est grand.

4 Estimateur imputé robuste a la présence de valeurs
influentes

En 'absence de non-réponse, Beaumont, Haziza et Ruiz-Gazen (2011) ont proposé une
version robuste de I'estimateur par dilatation :

V= Ve Y Br= )+ Y (B =), (17)

1€8 1€Ss
ot BT(I; = 1) est un estimateur de BT(I; = 1) obtenu en remplacant les paramétres
inconnus par des estimateurs robustes et 1. (.) est une fonction dont le réle est de réduire

I'influence des unités qui ont une grande influence. Une fonction 1. (.) populaire est la
fonction de Huber donnée par

c ift>c
Ve (t) = t if |t <ec
—c ift< —c

ou ¢ est une constante a déterminer. Nous faisons les remarques suivantes : (i) I'estimateur
VR est consistant au sens de Cochran. Autrement dit, lorsque s = U, on a VX = Y. (ii)
Lorsque ¢ — oo, 'estimateur robuste YR tend vers l'estimateur non-robuste Y. (iii)
Dans le cas stratifié aléatoire simple sans remise, YWR coincide (a un facteur pres) avec
I'estimateur de Kokic et Bell (1994).

4.1 Estimateur triplement robuste sous ’approche NM

Suivant Beaumont, Haziza et Ruiz-Gazen (2011), une version robuste de Y7 sous I’ap-
proche NM est donnée par

VA= V=Y OBui= =04 Y w (Bil=1r=1),  (8)

1ESy 1ESy

(15)



ou Béi(fi = 1,7; = 1) est un estimateur de Bl(I; = 1,r; = 1) donné par obtenu
en remplacant les parametres inconnus par des estimateurs robustes. Nous faisons les
remarques suivantes : (i) En I’absence de non-réponse, s, = s, estimateur coincide
avec l’estimateur robuste . (ii) Lorsque ¢ — oo, l'estimateur imputé robuste, YIR, tend
vers 'estimateur imputé doublement robuste Y.

4.2 Estimateur triplement robuste sous I’approche IM

De maniere similaire, une version robuste de Y; sous ’approche IM est donnée par

Vi = V=) Bl Li=1Lr=1)+) <yi, Bhi(li=1,r; = 1)) , (19)

1€ Sy IESy

ot B! (y;, I = 1,7; = 1) est un estimateur de B! (y;, I; = 1,7; = 1) donné par obtenu
en remplacant les parametres inconnus par des estimateurs robustes. Les remarques faites
a propos de l'estimateur robuste (18] s’appliquent également & l'estimateur robuste (19)).

5 Etude par simulation

Dans cette section, nous présentons les résultats d’une étude par simulation dont le
but était de comparer les estimateurs imputés robustes et non robustes a la présence de
valeurs influentes, en termes de biais et d’éfficacité.

Nous avons généré une population de taille N = 10000 comprenant deux variables :
une variable d’intérét y et une variable auxilaire z. D’abord, la variable z a été générée
d’une loi normale de moyenne 10 et de variance 25. Etant donné z, la variable y a été
générée selon le modele de mélange

yi = (1 — Ay)yoi + Ay, i=1,..., N, (20)

ou A; est une variable dichotomique telle que A; = 1 avec probabilité A € (0,1) et A; =0
avec probabilité 1 — X et

Yoi = 3+z+ewu, i=1,...,N,
Y1 o0z + €1, t=1,...,N.

Les erreurs €y, et €;; ont été générées d'une loi normale de moyenne 0 et de variance 1.
Nous avons utilisé A = 0.05.

De la population, nous avons selectionné T" = 1000 échantillons selon un plan aléatoire
imple sans remise de taille n = 100. Dans chaque échantillon tiré, nous avons assigné une
probabilité de réponse, p;, a 'unité 7 selon :

exp(25-022)
T 11 exp@5-022)

P; i=1,...,N. (21)

Les parametres en (21)) ont été choisis de maniére & obtenir un taux de réponse global
approximativement égal a 65%. Finalement, une variable indicatrice r; pour l'unité i a

été générée aléatoirement d’une distribution de Bernoulli de parametre p;, i = 1,--- ,n.
Afin de contruire les valeurs imputées, nous avons considéré 3 scénarios :



(1) Scenario 1 : le modele de non-réponse et le modele d’imputation sont bien spécifiés.
On a d’abord obtenu p; = p(z;, &) avec z; = (1, z;)'. Les valeurs manquantes a la
variable y ont été ensuite imputées selon avec z; = (1,2;) et ¢; = 1.

(2) Scenario 2 : le modele de non-réponse est mal spécifié alors que le modele d’impu-
tation est bien spécifié. On a d’abord obtenu p; = p(z;, &) avec z; = 1. Les valeurs
manquantes a la variable y ont été ensuite imputées selon (b)) avec z; = (1, 2;)" et
¢ = 1.

(3) Scenario 3 : le modele de non-réponse est bien spécifié alors que le modele d’im-
putation est mal spécifié. On a obtenu p; = p(z;, &) avec z; = (1, z;)". Les valeurs
manquantes a la variable y ont été ensuite imputées selon avec z; = l et ¢; = 1.

Pour chaque scénario, nous avons calculé 2 estimateurs : (i) l'estimateur Y7 (non-

robuste a la présence de valeurs influentes) donné par avec les valeurs imputées (|9]).
(ii) L’estimateur robuste ?IR donné par , ol la constante c est celle qui minimise son
erreur quadratique moyenne monte carlo. Pour I’estimateur )A/IR, nous avons estimé le biais

conditionnel par

~ N N
Bgn(yi,fi =1lr=1 = ] (g — 1> (yl- — mediane {y;,1 € Sr})
N N ~ rob
ol B
q N N L—p_ + 1 —p;
i(r)=1+4— 1—1)z, — Y r——zz ——7;

~rob
et 'estimateur 6:0 est solution de

— ;
N*l Zrzdz (]A);l - 1) Q/}d (yl 1Z/7,2/8> le/2 — 0
o ocC;

€S

La constante d a été fixée a 1.345.
Nous avons calculé deux mesures monte carlo : (i) le biais relatif monte carlo (en %)
donné par

A (vi-)
BRY)=T")_ ~—— x 100,
t=1

oY est une notation générique pouvant désigner soit Y7, soit YIR et Y, désigne I'estimateur
Y pour léchantillon ¢, t = 1,--- , T (ii) Defficacité relative monte carlo (en %), définie
par

_ MSE() |

ROV = MSE(Y;)
I

100,

ol
. T . 2
MSE(Y) =Y (Yt - Y) .
t=1
Les résultats son présentés au tableau 1. Il est clair que I'estimateur Y7 est doublement
robuste puisque son biais est négligeable pour les 3 scénarios. L’estimateur YIR, quant a

lui, exhibe une efficacité relative d’environ 66% — 68%, ce qui illustre sa résistance a la
présence d’'unités influentes.



TABLE 1 — Biais relatifs Monte Carlo (%) et efficacité relative Monte Carlo (%) des
estimateurs avec n = 100

Estimateurs BR (%) ER (%)
Scénario 1

Y, -0.01 100.0

Vi -3.2 68.2
Scénario 2

Y, -0.02 100

Vi -3.2 66.2
Scénario 3

Yy -0.02 100

v/ -3.2 66.0
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